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第四版前言 


本书自19 7 9年出版发行以来，历经30多个春秋，一直畅销不衰，深得 
读者厚爱。在郭大钧教授的帮助和指导下，对全书我不断地修订和补充， 
不断地修正错误,不断地替换更为简洁的解法和证明，力求本书一直保持 
其先进性、完整性和准确性，以求对读者的高度责任感。读者通过学习该 
书，对掌握数学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，感到获益 
匪浅，赞誉其为学习数学分析“不可替代”之图书，对此我们倍感欣慰，鞭 
策我们为读者作出更多的奉献。 

这次受山东科学技术出版社的约请，并得到郭大钧教授的大力支持， 
仍由我负责全书第四版的修订、增补和校阅工作，以适应文化建设繁荣发 
展的需要，更加激发全国广大读者的强烈求知欲。具体主要做了以下几 
方面的 工作： 

第一,为全书4462题中的近三成的习题，根据题型的不同，在原题解 
的前面，分别或给出提示，或给出解题思路，或给出证明思路。冀图启发 
读者怎样分析该题，怎样下手求解；启发读者怎样总结解题的规律；后发 
读者怎样正确使用有关的数学公式、概念和理论，幵拓视野，活跃 思路； 帮 
助读者逐步解决学习中的困难，为他们在学习过程中 提供一 个良师益友。 
这是本次修订的主要工作。 

第二，根据当前的语言习惯，对全书的文字作了较多的润色，使其表 
述更加准确，更加简洁凝练。 

第三，改正了第三版中的个别印刷错误，修正了函数图像中的个别问 
题和个别习题的答案。 

第四，根据国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的 表达； 并对 
全书使用的外国入名，按照现在的标准或通用译法重新翻译人名，以求统 
一 标准。 

第五，对全书的版面和幵本重新进行了调整，使其更富有时代的色 
彩。 

我们殷切期望使用本书的读者，懂得只有通过个人的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成功，“只看不练假把式”，数学的学习是在个人的独立 
解题中逐步弄懂有关的概念、公式和理论的，我们编写本书，就是希望能 




第四版前言 


对数学分析课程的学习起到一个拋砖引玉的作用。读者使用本书最好是 
不要先看题解，更不要查抄解答和答案，而是自己先对照教材中的有关概 
念、公式和理论独立进行思考，必要时可参照书中的提示、解题思路或证 
明思路独立完成解题，然后再查看书中是怎样解答的，比较自己的解答和 
书中解答的异同，从中找出差距，找出自己的问题所在，甚至找出书中解 
答的的错误和不足之处，进而找到更为简洁的解答。只有这样才能提高 
自己的思维能力和创造才能，任何削弱独立思考的做法都是违背我们出 
版本书的初衷的。 

山东科学技术出版社颜秀锦、宋德万、胡新蓉等老一代资深编辑为本 
书前三版的出版和发行付出了艰辛努力，责任编辑宋涛为本书第四版怎 
样提高质量倾注了不少心血，在此我们一并表示感谢。同时感谢山东大 
学、华东交通大学、山东师范大学等兄弟学校对本书出版的支持。感谢社 
会各界同仁对本书的支持。虽然历经30余年的反复修订，面对如此庞大 
的图书，限于本人水平，书中难免有错误和不当之处，敬请各位专家、同仁 
和广大读者批评指正，不胜感激，并在新版中改正。 


费定晖 

2012年5月于南昌华东交通大学 



出版说明 


吉米多维奇 ( B . EL flEMHAOBMH ) 著《数学分析习题集》一书的中 
译本，自 50 年代初在我国翻译出版以来，引起了全国各大专院校广大师 
生的巨大反响。凡从事数学分析教学的师生，常以试解该习题集中的习 
题，作为检验掌握数学分析基本知识和基本技能的一顶重要手段。二十 
多年来，对我国数学分析的教学工作是甚为有益的。 

该书四千多道习题，数量多，内容丰富，由浅入深，部分题目难度大。 
涉及的内容有函数与极限 ，一 元函数微分学，不定积分，定积分，级数，多 
元函数微分学，带参数的积分以及多重积分与曲线积分、曲面积分等等, 
概括了数学分析的全部主题。当前，我国广大读者，特别是肯于刻苦自学 
的广大数学爱好者，在为四个现代化而勤奋学习的热潮中，迫切需要对一 
些疑难习题有一个较明确的回答。有鉴于此，我们特约作者,将全书 4462 
题的所有解答汇辑成书，共分六册出版。本书可以作为高等院校的教学 
参考用书，同时也可作为广大读者在自学微积分过程中的参考用书。 

众所周知，原习题集，题多难度大，其中不少习题如果认真习作的话, 
既可以深刻地巩固我们所学到的基本概念，又可以有效地提高我们的运 
算能力，特别是有些难题还可以迫使我们学会综合分析的思维方法。正 
由于这样，我们殷切期望初学数学分析的青年读者 ，一 定要刻苦钻研，千 
万不要轻易查抄本书的解答，因为任何削弱独立思索的作法，都是违背我 
们出版此书的本意。何况所作解答 并非一 定标准，仅作参考而已。如有 
某些误解、差错也在所难免 ，一 经发觉，恳请指正，不胜感谢。 

本书蒙潘承洞教授对部分难题进行了审校。特请郭大钧教授、邵品 
琮教授对全书作了重要仔细的审校。其中相当数量的难度大的题，都是 
郭大钧、邵品琮亲自作的解答。 

参加本册审校工作的还有楼世拓、姚琦、陈兆宽同志。 

参加编演工作的还有黄春朝同志。 

本书在编审过程中，还得到山东大学、山东工学院、山东师范学院和 
曲阜师范学院的领导和同志们的大力支持，特在此一并致谢。 


1979年于济南 
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第一章分析引论 



实数 


1° 数学归纳法 为了证明某定理对任意的正整数〃为真，只需证明下面两点即可：（1)这定理对 
为真， （2) 设这定理对任何的一个正整数 72 为真，则它对下一个正整数 H+1 也为真. 

2°分割若分有理数为 A 和 B 两类，使其满足下列条件：（1)两类均非空集， （2) 每一个有理数必属于 
一类，且仅属于一类， （3) 属于 A 类 （下类） 的任一数小于属于 B 类 （上类） 的任何数，则这样的一个分类法称 
为分割.（丨 ） 若或是下类 A 有最大的数，或是上类 B 有最小的数，则分割 A / B 确定一个有理数. （ii ) 若 A 
类无最大数，而 B 类亦无最小数•则分割 A/B 确定一个无理数.有理数和无理数统称为实数' 

3° 绝对值 （或模）若 x 为实数，则用下列条件所确定的非负数 |x| ，称为: r 的绝对值(模） ： 

I ―工， :r<0， 

lx, jc^O. 

对于任何的实数 x 和: y， 以下的不等式 成立： 

1:1 _ ly| < IUl + l ： yl• 

4° 上确界和下确界 设 X={ : r} 为实数的有界集合 ，若： 

(1) 每一个： reX** 满足不等式工>爪 ； 

(2) 对于任何的 e>0, 存在 /GX， 使 /<m + e ， 则数 m = infU} 称为集合X的下确界. 

同样 ，若： 

(1) 每一个 x6X 满足不等式： r<M; 

(2) 对于任何的 e >0, 存在 :r〃GX， 使 x〃>M— e ， 则数 M= SU p { ^ } 称为集合X的上确界. 

若集合X下方无界，则通常说 i n f{x} = _c« ; 

若集合X上方无界，则认为 sup{ x} = +oo. 

5° 绝对误差和相对误差 设 a U 关 0) 是被测量的精确数值•而: r 是这个量的近似值，则 
称为被测量的绝对误差，而 


称为被测量的相对误差. 

若数1的绝对误差不超过它的第〃个有效数字所对应的位数的单位的一半，则说I 有位精确的数字. 



利用数学归纳法求证下列等式对任何正整数72皆 成立: 



1 + 2 + … -hn = 


r?(r7+l) 


证 当〃 =1时，等式成立 • 

设对于〃=々（正整数）时，等式成立，即 


1 + 2 + 


…+々= 


K 々 + l) 



* 以后若没有相反的附带说明，数这个字我们将理解为实数. 
-符号:表示 x 属于集合 X . 



则对于 n = k + l 时，有 


1 + 2 +… W (々+ l ) = ^^ + 々 + l = ( 々 +1) [1 +1) + 1] ， 
即对于 n =》+ l 时等式也成立. 

于是，由数学归纳法知，对于任何正整数〃，有1 + 2 +… + rz= ”(d 


【 2 】1 2 +2 2 +…十 ^心屮 1 )尸 ” +1) . 

0 


证当 《=1 时，等式成立 • 

设时，等式成立，即1 2 +2 2 +…+々 2 = ^±1^±11，则对于 n = k ^\ 时，有 


6 


1 2 + 2 2 + -+々 2 + (々+1) 2 = 々(々土 1) 5 2 - 々土 1) + (々+1) 2 


(々+1)[々（2々+1) + 6(々+1)]= 


6 


(々+1)[(々+1) + 1][2(々+1) + 1] 

6 


即对于 n = k ^ r \ 时，等式也成立 • 

于是，对于任何正整 数…有 1 2 +2 2 +… + V 


n ( n ^\) (2行+ 1 ) 

6 


【3】1、+ 2、+ …+ ”、== ( 1 + 2+…+ w ) 2 • 

证当《=1时，等式成立. 

设 n = k 时，等式成立，即1 3 +2 3 +… +P = ( l +2 + … + W 2 , 则对于 n = 々+ l 时，有 

A 2 (/,4- 1 )2 

1 3 +2 3 H - h 々 3 + (々+ l ) 3 = (l + 2 + …+々） 2 + (々+1) 3 = v ； ； +(々 + 1) 3 

4 


= ( 是+ 1)2 广 + 2) 二 p +1) [(泸! 出 ] 「 = [1+2 +…+ 糾 1)]2 , 


即对于 n = k ^\ 时，等式也 成立. 

于是，对于任何正整数《，有 P + 2< +… + Y = (1 + 2 + … + rz ) 2 . 

【4】1+2 + 2 2 +…+ 2”一 1 =2”一1. 

证当 《=1 时，等式 成立. 

设 n = k 时，等式成立 ， BP 1+2 + 2 2 +…十？*— 1 :?* —1，则对于 n = k ~ h \ 时，有 

14-24-2 H - h 2 卜 1 +2* = (2* —1) + 2* = 2…一1， 

即对于 n = k +\ 时，等式也成立. 

于是，对于任何正整数…有1 + 2 + 2 2 +…十？”— 1 :?”一 1. 

【5】设 a ” = a(a — A ) … [ a _ ( w — 1 )/ j ] 及 a u ] = 1， 求证： 

n 

(a + 6) w = 2 CW ml 6[ w ]， 

m = 0 

其中 CT 是由 n 个元素中选取 m 个元素的组合数，由此推出牛顿二项式公式. 

1 

证当 n = l 时，由于 [> + 6] [1] = a +6 及 CT ^ :1 i ]6 [ (= a +6, 所以等式 成立. 

m = 0 

设时，等式成立，即 

k 

(a + 6) w = 2 CTa ' k ~ ml b [m： , 

m=0 

则对于 n = k -\~\ 时，有 

(a + 6) 1 =(a + 6).*_ ( a ~\~ b — kh ). 

将 （1) 式代入 （2) 式得 

k 

( a -\- b) Lk+ll = ( a -\~ b - kh ) 2] CTa Lk ~ ml b M 

m = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


2 






(,a + b-kh) {C k a w b^+C\ a [卜 1] 6[ 1] H - hCt a Co] b w } 

{ (a _ kh) -\~b}Ck a)-6[ 0 - + { [a — (,k — 1 )/i] + {b — h) } Cj a 卜 “[ 丨 - 十 … + {a~\~(b — kh) }Cja 0 丨 6). 

G a[*+ 1] 6[ 0] +C2 a [ * ] 6 [l] +Cl a[*]6[ 1] +a a [卜 1] 6[ 2] + … +CU[ n 6 w +CU[ 0 ]6[* +1] 

C2 +, a [出] 6 [ 0] + ( C ； + C ! ) a [*] 6 [ 1] + … + ( cr 1 + G ) a [ 1] 6 [*] + ⑵ u [ 0] 6 ㈣ 

6[ 0 ]+Ci +1 a[* ] 6 [1] + … + G +1 a :1] 屮 ] +GiU[ 0 ] 

2 o 出 1]6 W , 

w = 0 


故由 （a + 6) w = 可推得下式 成立: 


= 0 


k ^\ 


U + 6) 以 +n = 2 CT ^ } a [ k '^ ml b M 


0 


即对于 n = k +\ 时，等式也成立. 
于是，对于任何正整数〃，有 


W9 

( a ^ b ) [n] = 2 


0 


在式子 a w = a ( a -/ i ) … o -( w - m ] 中，令 / i = o , 即得 


a 


O ] 


a. 


(3) 


(4) 


wm 

将 （4) 式代人 （3) 式，得牛顿二项式公式 (a + 6)”= CT n a ^ m b - 


6 


证明伯努利不 等式: 


(1 +Xi )(1+ x 2 )•••(!+ X ,, )^1+ xi + x 2 + + 


式中 ， X 2 ，•••，•!•„ 是符号相同且大于一 1 的数 • 

证当《=1时，此式取等号. 

设时，不等式成立，即 

( l + X ])( l + X 2) ### ( H " X ^)^ l + Xi + J 2' l ' ### "^^ 
则对于 n = k ~\~ 1时，由于 X , ( z == 1，2，…， w ) 大于_ 1，所以，1 + : r ,>0. 因而，有 

(1 -\~ x \ )(1 + 工 2 ) … （ 1 + x * ) ( 1 +: c*+i ) 

Xl+JTi + X 2 + •••+ X *)( l + X jH . 1 ) 




( 1 +a：i +:r 2 + ••• +:r* +:r* + i ) + (jti x k ^\ ^rx 2 x k ^\ + ••• + :c>:r*+i ) 


由于 JT / JTjSO , 所以， 


(1 +xi )(1 + x 2 )•••(! )^1 +xj + jt 2 + … + A 


即对于 ^ = ^+1 时，不等式也成立. 

于是，对于任何正整数《，有 

(1+ J ：1 )(1+工2)…（1+工《)>1 +工1 +工2 +•*•+:!•• 

【7】证 明：若 1〉一1，则不等式 （ l +: r)”>l + rrr (71>1)为真，且仅当1 = 0时，等号成立 
证只要在6题的伯努利不等式中，设: r , = a : (/=1，2，〜，^7)，即得证 


从6题的证明过程中看出，仅当 


x 


( l + x) n ^l + 
0时，上式才取等号. 


nx 


8 


证明不 等式： n ! <( 


/ rz+l \ n 


2 


(/ 2 > 1 ). 


提示注意不等式 ($) 


k 


( 1+ ii 


是 +1 


々+1 


>2 (々 = 1,2, …）. 


证当72 = 2时，因为 ( 


2 + 1 
2 


4 


>2 = 2!，故不等式成立. 


设《 =々时，不等式成立，即糾<(^)，则对于《 =々+1时，有 



由于 

从而有 


(左+1)! <( 


/々+1 


2 




2 


( 々+1 
V 2 


^ 4-1 


( Sf ) 


( 1 + 击) 


k^l 


>2 U=l ， 2, 




U+l)! < 


(々+1) + 1 


k +\ 



即对于^ = 々 + 1时，不等式也成立. 

于是，对于任何正整数…有〃！ <(^)". 


【9 1 证明不等式： 2! • 4!…（2«)! >[( r ?+ l)!] n («>1). 

证 当《 = 2时，因为2! • 4! =48,及[(2+1)!] 2 =36,所以2! • 4 ! >[(2+1) !] 2 ，故不等式成立. 

设々时，不等式成立 ， BP 

2! • 4!…⑽！ >[(々 + 1)!]\ 

则对于 n = k -\-\ 时，有 

2! - 4! -(2^ + 2)! 〉[(々+1)!]*(2々 + 2)!=[(々 + 1) !]* 十】（々 + 2)(々 + 3)...(2々 + 2) 

>[ U +1) !]* +1 (^+2)* +1 =[(^+2) |]* +1 , 

即对于 〃 = A + 1 时，不等式也成立.于是，由数学归纳法原理，本题证毕. 


10 


证明不等式 




1 

2 


3 2 ? 1 —1 


2 n 


< 


\/2”+1 


证当^2=1时，因为士 <去，不等式显然 成立. 

2 73 

设 n = k 时，不等式成立，即+ • 冬… — • 

2 a 2k y^TT 

则对于时，由于 


L • 3 2 k+l ^ 1 # 2々+1 _ /2々 + 1 
2 4 2々 + 2 ^/ 2 k ^ r \ 2々 + 2 2々 + 2 


故只■親<*，即证 (請盼 3) < (2 々说而上述不等式由于 


4々 2 +8々 + 3<4々 2 +8々 + 4, 


因而是成立的.于是，最后得 

丄. 3 2々+1 1 

2 # 4 2 々 + 2 y /2 kT 3 


即对于 n = k +\ 时，不等式也成立.于是，由数学归纳法，本题证毕. 

【11】设 C 为正整数，而不为整数的平方，且 A / B 为确定实数 f 的分割，其中 B 类包含所有满足 V 
> c 的正有理数6,而 A 类包含所有其余的有理数.求 证：在 A 类中无最大数，而在 B 类中无最小数. 

证设 A . 若 a <0, 则显然存在(/>^(^>0)且 a r 6 A . 故可设 a >0, 于是 a 2 < c . 但不可能有 a 2 = c . 

因若 a 2 = c ，设 a = f ，/>与 9 为互素的正整数.则 _ = C .由于 c 是正整数， 而妒与 g 2 也是互素的，故必 g = 

1，从而此与假定矛盾，故必 a 2 < c ■.下面我们证明，存在正整数〜使 

(a + 丄） 2 <。 

v n 7 


于是 a +丄也 属于九 

n 

上述不等式相 当于: 一 +么+ 士0， y + ^Cc — a 2 , 若77满足不等式则上面的第二 

n ir n nr n 

个不等式也自然能满足了. 
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为此，只要取而这是恒为可 能的. 因此，不论《为 A 类内怎样的数，在 A 类内总能找到大于 
它的数，故 A 类中无最大数. 

同法可证 B 类中无最小数.实质上，此处分割 A / B 确定了一个无理数 

【12】 确定数於"的分割 A / B 用下面的方法来 建立： A 类包含所有满足 a 3 <2 的有理数类包含 
所有其余的有理数.证 明：在 A 类中无最大数，而在 B 类中无最小数. 

证设 A ， 即 a 3 <2. 下证必可取正整数…使 

(a + — ) 3 <2. 

\ n 7 

事实上，上式相当于¥ + _ + 4<2 — a 3 . 若 a <0, 取 n =\ 即可.若 a >0, 注意到即知若取《充分 
大，使 n > 3 ' + 1 ，则上列各式均成立.从而 a +丄6 A . 故 A 中无最大数. 

乙 一 a n 

下设⑷ B ， 则•下证不可能有炉=2•事实上，若炉=2,设 ， p 与 g 为互素的正整数，则^ = 

q q 

2，/> 3 =2 g 3 , 从而 〆 为偶数，因此 A 必为 偶数： /> = 2 r , r 为正整数.由于 p 与 g 是互素的， 故^必 为奇数，从而 
(/ 也为奇数.但 g 3 =4 r 3 , 故 Y 又必是偶数，因此矛盾.由此可知必有6 3 >2.仿前面的证明，可取正整数… 

使+) 3 >2,从而由此可知 B 类中无最小数.实质上，此处分割 A / B 确定了一个无理数为 

【13】 作出适当的分割，然后证明 等式： 

(1) V2-|-V8 = /T8 ; (2)^2 73=^6. 

证 （1) 作确定 W 的分割 A / B : —切有理数以及满足^ 2 <2的正有理数 a 都归于 A 类 ，一 切满足 

b 2 >2 的正有理数6归人 B 类.又作确定#的分割 A '/ K : —切有理数 c /<0 以及满足 “' 2 <8的正有理数 a ' 
归人 A ' 类， 一 切满足// 2 >8的正有理数 V 归人 V 类.我们知道，根据实数加法的定义，满足不 等式： 

a + a ， < c < b -\~ b ， (对任何 aeA , b ^ B , a ， eA \ b ， eB ， ) 

的唯一实数 c 就是因此，如果我们能证明恒有 U + a ') 2 <18( 当 a + a '>0 时），（6+^/) 2 〉18，则有“ 

- f - a ， < % / l 8<6+6 ， . 于是得知 / l 8= f = V 2- hy 8. 

若 a + £/〉0, 则 a 与 a ' 中至少有一个为正，从而由 a 2 a ' 2 <16 知 aa '<4 , 

( a - ha ， ) 2 = a 2 ~\~ a 2 +2 aa ’< C 2 + 8 + 8= 18; 

同样，因6 2 >2,6’ 2 >8,6〉0,6'〉0，故6 2 6’ 2 〉16,66’>4, 

(6+6') 2 =6 2 +6’ 2 +266，>2 + 8 + 8=18. 

于是证毕. 

(2) 作确定 W 的分割 A/B S 卩 （1) 中所示，再作确定#的分割 AJB , :—切 有理数 ai <0 以及满足 a ?<3 
的正有 理数〜 归入 A , 类 ，一 切满足6?>3的正有理数6,归入类，根据实数乘法的定义，满足 

<2^1 <ci <Cbbi (对任何 aG A , a >06 A \ y a \ 〉0,66 B ,6 i 6 Bj ) 

的（正）实数 q 存在唯一，它就是# • #•但由于当 a eA,a>o, ai e a, ，七 >0 时 ) 2 <6, 而当 beB ， b' 
6 /3 i 时 ，( M \ ) L ’〉6, 故恒有 <.^< Cbbi . 由此可知 \ f ^ = c \ =^/2 • ^/3. 证毕. 

【14】 建立确定数2#的分割. 

解 先作分，使之确定数#. 

其次，作分割 A /13, 其中 A 类包含全体负有理数、零以及满足下述条件的正有 理数心 
如果有 f ( p 、 (/互素）属于 A , ，则有 V <2%而其余的正有理数归人 B 类. 

这样的分割 A / B 就确定数 2#. 

【15】 求证 ：任何 非空且下方有界的数集有下确界，而任何非空且上方有界的数集有上确界. 
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证不失一般性，只证本题的后半部分，分两种 情形： 

( 1 ) A 中有最大数 L 此时，设 A , 则有说明 5 为 A 的上界.又由于故对 A 的任何上界 
M ， 均有故 S 为 A 的上确界. 

(2) A 中无最大数.此时，作分割 AJB , :取集 A 的一切上界归入 A 类，而其余的数归人 Ai 类.这样， A 
中一切数全部落在 A 1 内， Ai 及 A 均非空，且 A 1 中的数小于疚中的数，这确实是一个实数分割，易知由此 
分割所产生的实数/?是仏类中的最小数，即卢是 A 的最小上界，从而0是 A 的上确界. 

【 16 】证 明：一 切有理真分数^ (式中 m 及 rz 为正整数，且 0<m<W 的集合无最小及最大的元素. 

并求这个集合的上确界及下确界. ' 

证令 E 表一切有理真分数 1 ( 式中正整数 m ， 〃满足 0 <m<«) 所成的集合，对任何显然 

n n 

2^6£：且^^>2，又46£：，且4<1 ; 故£：中既无最大数，也无最小数.显然 
n~r 1 u-rl n ?r n n 

supE=l, infE=0. 

【17 1 有理数 r 满足不等式 r 2 < 2 .求这些有理数 r 所成集合的下确界和上确界. 

解用£:表所有满足 r 2 <2 的有理数 r 所成的集合.我们知道，分割 A/B 确定无理数#，这里 A 表由 
一切非正有理数以及满足 r 2 <2 的正有理数 r 所成的类， Z 3 表其余有理数构成的类，并且已证 A 中无最大 
数，于是 

supE= supA =>J2. 

同样，分割确定无理数一#，这里表由所有非负有理数以及满足 r 2 <2 的负有理数 r 构成的类， A' 
表其余有理数构成的类，并且中无最小数.于是，显然有 

infE= infB’ = —y/2. 

【 18 】设 {_ x } 为数的集合，这些数是与 { x} 符号相反的数•证明 等式： 

(1) inf { —x) = —sup{x} ; ( 2 )sup { — x } = — inf{ x }. 

证 （ 1 ) 设 inf{—x}=m '， 则有： 

(i )当一 ：r6 {—x} 时 , — X^m ； ( ii )对于任何的正数 e ， 存在有一 { — x ) ，使 一 /〈爪' +e. 

由 （j )及（ ii) 推得： 

(iii ) 当 U } 时， — m' ; (以）对于任何的正数£，存在有 U} ，使 x ’>- m ’一 e . 

由 （iii ) 及 （jv ) 知数 一 = sup {JC } ，即 m ，= — sup {x } ，所以 ， inf { — JC } = — sup { x } . 

(2) 设 sup { — j: } =iVT ， 则有： 

(\/)当一了6 {—*r } 时，一： ( Vi ) 对于任何的正数 e， 存在有一 6 { — *r} ，使 一 :/〉]^— e. 

由 （ V) 及 （ Vi) 推得： 

(vii) 当{1}时，了彡一〆； （viii) 对于任何的正数 e， 存在有 U} ，使 :r'<-ivr+ e . 

由 （Vji) 及（棚）知数一 A^sinfU}， 即 M' = -infU} ，所以， SU p{—x}= —infU}. 

【 19 】设 U+ 3 ；} 为所有: r+：y 这些和的集合，其中 { 1 } 及 3/6 b}. 证明 等式： 

( 1 )inf { x~\~y } =inf {x} H-inf { 3 /} ; (2)sup { x~\~y } =sup {x } +sup { 3 ;}. 

证（ 1) 设 ^{ ： 1 ： }= 饥 1 ，丨 11£{3/}=772 2 ，则有 ： 

(i )当^ 6 {> 2 ：}， 3 ； 6 { 3 /}时 , y ^ m 2 ; 

(ii )对于任何的正数 e， 存在有数 {x } ,y ^ {：y}， 使 x <. m x + +， y 

由 （ j )及（ ii ) 推得： • 

(jjj ) 当 {*r+：y } 时（其中 { X } ，: { 3；} ) +m 2 ; 

(iV )对于任何的正数 e， 存在有 x' + y 6 {x+：y} (其中了/㊀ {x} »y 6 {：y}) ，使 x -\~ y<(mi 十 m 2 )+e. 

由 （ ⑴）及（ jV ) 知数 mi +m 2 = inf {:r+：y } ， 即 inf {x+jy } = inf {x } + inf { 3;}. 
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(2) 同法可证 sup { x + 3 ^} = sup { x } + sup {^}. 

【 20 】设 U3 /} 为所有乘积的集合，其中 xG { x } 及: b }， 且及.证明 等式： 

( 1 )inf { jcy } = inf {x } inf {jy } ； (2)sup {x } sup {3;} = sup { xy }. 

证 （1) 设 inf { x } = m】 ， inf {jy } ，由于恒有 ： r >0，_ y >0. 故必叫 >0 ， t ? i 2 >0. 于是， 

(i ) 当 16 {-r } {3/} 时 ^0 y y^m z ^0 ； 

(ii )对任何的正数 e ， 存在有数 / 6 { X } ,y 6 {：y } ，使 + e ， 0 ^ 3 ； / < m 2 +£• 

由（丨）及 （ ii ) 推得： 

( ⑴ ） 当 ocy ^： {xy } ，其中 { 工 } ， 3^ {y} ,xy^m x m 2 ; 

( iv ) 对于任何的正数 e ， 存在有 xye U3 /} (其中 < x},ye b })， 使 

0 ^ ： x ， y ， <CC?ni +e)(m 2 +e) = w 1 m 2 +e , ， 

其中 e’ = (，《i + w 2 )e + e 2 . 

由 （iii ) 及 （iv ) 知数 m! m 2 = inf { x：y } ，即 inf {13; } = inf {j } inf {3;} • 

(2) 同法可证 sup {xy}= sup { x } sup { 3;}. 

【 2 1 】求证不 等式： 

(1) I x— y I ^ I x I — I 3 ； I ; (2) I x~\~x\ I ^ I j: I — ( I xi I H - h | | ). 

证 （1) 由 I 了一 ：y I = I 工+( _ 3^) I > I 工 I — I —:v I = I 工 I — I ：y I ， 

及 I 工 — ： y| = l ： y—:l>l ： y| — M = — (l 工 l _ l ： y |)， 

即得 

丨工 - 》1 > 1:1 一 1 夕1 . 

也可如下证明：由 | xy I >:r：y 知: r 2 — 2 xy~\~ y 2 ^x 2 ~ 2 \xy\ + ： y 2 ， 贝 1 J (x~y) 2 ^( | x | — | 3 ； | ) 2 ，开方即得 

l^-^l ^ |工丨 — |： y | . 

(2) | x+xi H - hx„ \ ^- \ x \ — \ oc\ +...+x„ I ， 

而 I xi H - \~x n I < I -ri I + I x z H - \~x„ I <•..< I 工 1 I + I :r 2 I H - \~ \ x„ \ , 

所以， I X+Xi H - \~x„ I ^ I x I — ( I jci I H - h I I ). 

解不 等式： 

【 22 】 |: r+l I <0.01. 

解由 |x+l I < 0.01 推得 一 0 . 01 <:r+l< 0 . 01 ， 所以， 一 1 . 01 O< — 0 . 99 . 

【23】 | x -2|>10. 

解 由 I x —2 I ^10 推得 :r—2>10 或 ： r—2< — 10, 所以，: r>12 或 x<_8. 

【 24 】 I 工 I 〉 I x+1 I . 

解 两边平方，即得 ： r 2 >(:r+l) 2 或 2:r+l<0, 于是，有 x<-y. 

【25 】 I 2 :r — 1 I < I j : _ 1 I • 

解 两边平方，即得 (2 x — l ) 2 <(: r - l ) 2 或 3 x 2 —2: r <0, 解之，得 0 O <~|. 


【 26 】 I : r +2 I + I :r — 2 | ^12. 

提示令 : r —2 = i ，易得 一 从而有 I :r I <6. 

解令: r —2 = / ，则得 |，+4| + U |<12 或 U +4|<12- U |. 

两边平方，即有 z 2 +8 r +16<144 —24 M+P ， 或3卜 | <16 — r 

将上式两端再平方，化简整理得 P+h — 32<0,于是，有一 8< f <4 .从而得一8<^—2<4,即 

一 6<: r <6 或 | :r | <6. 


【27】 | : r +2 | — | x | 〉1. 
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解1+ I X I < I : r +2 I ， 将此式两端平方，化简得 2| x | <4* r +3. 再平方之，化简得 4 x 2 -f 8 x-f 3>0. 
于是，有 -1 ■或 

后者不适合，所以，: r > — 

【28】 | |_ r+l I — | x-l I I <1. 

提示两 端平方，化简即得 | x |< + . 

解两端平方，化简得？++<|^ 2 —1|，即 

x 2 -1> x 2 +y 或 x 2 -1<-( x 2 + y ). 


前者不可能，所以， i 2 —1<— (/++)，即 ： r 2 <4 •，解之得 |: r |< + . 


29 


| j ( 1 —: r ) | <0. 05. 


解由 k — 


〈忐得工 2 


_ X + 20 >0 ^ 


20 


<0,解之得 


5- v / 30 <： r < 5 + v /30 


10 


10 


5+ v^ <：r 或 x < 5_- y 20 


10 


10 


即 


5 — \/30 < 5 — y ^20 或 5+ \/20^ 〈5+ y /^0 


30 


证明恒等式“ 


10 
•r+kl 


) 2 + ( 


10 

r-kl 


10 


10 




x 2 . 


证 


+ I 工 I 


X 


-kl 


) = Y^ 2 +Y^l^l +y^ 2 —yx| x| =X 2 . 


【31】 当测量长度 10 cm 时，绝对误差为 0.5 mm ; 当测量距离 500 km 时，绝对误差等于 200 m . 哪种测 


M 较为精确？ 


解用相对误差3=7^进行比较，其中 a 为被测量的精确值，而△是绝对误差. 

\ci\ 

对于前者，= 5%;对于后者， 500 >< ioq 6 = ° - 04 
所以，后者测量较为精确. 

【32】 设数: r =2.3752 的相对误差为1%，试求此数包含若干位精确数字？ 


解因为2^52 = 0 * 01, 所以厶^ 0 . 023752 . 


因而，此数包含两位精确数字. - 

【33】 数 * r =12. 125包含三位精确数字.试求此数的相对误差? 
解因为 I 包含三位精确数字，所以 Z ^<0.05. 于是得相对误差 


即 ^<0. 42%. 

【3 4 】矩形的边长 等于： 


d = 


A 


x 


< 


0.05 
12. 125 


<0.42% 


x = 2 . 50 cm ±0. 01 cm , jy =4. 00 cm ±0. 02 cm . 

这个矩形的面积 s 界于什么范围内？当其边长取平均值时，矩形面积的绝对误差△和相对误差 S 是多少? 
解 5^ = (2. 50-0. 01)(4. 00-0. 02) = 9. 9 l 02( cm 2 )， 


S max = (2. 50 + 0. 01)(4. 00 + 0. 02) = 10. 0902( cm 2 ), 
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s mm <s<s, 


=2. 50X 4. 00 = 10(cm 2 ), 


=10. 0902-10 = 0. 0902( cm 2 )，A = 10 — 9. 9102 = 0. 0898( cm 2 ) 
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A^maxCAi ^2 ) = 0. 0902( cm 2 ) • 




35 


物体的质量 P =12. 59 g 士 0. Olg ， 其体积 V =3. 2 cm 3 ±0. 2 cm 3 . 若对物体的质量和体积都取其 


平均值，试求物体的密度，并估计密度的绝对误差和相对误差. 


解 


1 ? 

密度 C =-^ yg / cm 、=3. 93 g / cm \ 


C ma 


12, 60 
3. 0 


g / cm 3 =4. 20 g / cm 3 f 


C min = 1 ^' : 8 g / cm 3 


3. 70 g / 


c mm <c<c mi 


A \ = C max — C = 0 . 27 g / cm 3 ， A 2 = C — C mln = 0 . 23 g / cm ' ； △< max ( A 1 ， d 2 )=0. 27 g / cm :; 

o 97 

一般地，密度为 （3. 93±0. 27) g / cm 3 ； ^<^<7. 3 %. 


【36】 


圆半径 r = 7 . 2 m 士 0. lm . 若取 




3. 14,则求出的圆面积和最小相对误差是多少？ 


解 



面积 A = ； rX 7. 2 2 ^51. 847 r ( m 2 ) 


= tc (7. 2 + 0. 1) 


7.2 2 = 1. 45丌, 


△ 2 = | Tr (7.2-0.1) 2 - Tr - 7. 2 2 | =1.43 tc . 

^^ max ( z\i ,Az ) = 1. 45 丌 （ m 2 ) 

即一般的圆面积 A 为（51.84士1.45)71(111 2 ),故 


【 37 】 已测得长方体各边长为 

x =24. 7 m 士 0. 2 m ； y = 6 . 5 m 士 0. lm ； z = 1. 2 m 士 0. lm . 

此长方体的体积 V •界于什么范围内？若测量的各结果都取其平均值，则所求出的体积可能有的绝对误差 
和相对误差是多少？ 

解 24.5 X 6.4 X 1. 1< V <24. 9 X 6. 6 X 1. 3即 172. 480 m 3 < V <213. 642 m 3 . 

当 x ，： y ，2： 均取平均值时， 

V =24. 7 X 6. 5 X 1. 2=192. 660( m 3 ). 


=213. 642-192. 660 = 20. 982( m 3 )， 
△ 2 = 192. 660 — 172. 480=20. 180( m 3 ). 


于是， △<20.982( m 3 ); & 


20.982 
172.480 


^ 12 . 2 %. 


【38】 测量正方形的边长 X ，此处 2 m < Cr <3 m ， 应有多小的绝对误差，才能使此正方形面积有可能精 
确到 0.001 m 2 ? 

解按题设我们有 0< x 2 — 4 C 0.001 或 0<9_: r 2 <0.001，解之得 

2.99983< Cr <3 或 2< x <2.00024. 

因此，△取二者中误差较小者，即 

00017 ( m ) = 0. 17( mm ) ， 

故当边长 * r 的绝对误差不超过 0. 17 mm 时，就能使此正方形的面积精确到 0. 001 m 2 . 

【39】 假定矩形每边的长皆不超过 10 m ， 为了使根据测量所计算出来的面积与原面积之差不超过 0.01 m 2 , 
问测量矩形的边 x 与: y 时，许可的绝对误差△的值多大 B> ? 

解按题设我们有（: r +么） （}+△)— xy ^ O . 01 ， 即 A 1 01, 


* 题号右上角带“ + ”号表示题解答案与原习题集中译本所附答案不一致，以后不再说明.中译本基本是按俄文第二 
版翻译的.俄文第二版中有一些错误已在俄文第三版中改正. 
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由于: r <10 及: y <10, 所以只要 W + ZOAgO . Ol 或 W +20么一 0. 01<0即可.解之，得 

△< — 20+ 720 2 +0. 04 = _ 1()+ 20. Q ^0099 =Q ^ 000499 <0. 0005( m ). 

* ) 此题假设: r ,： y 有相等的绝对误差.又原著上为 “0.01 m 2 ”， 而误译为 “0.01 cm 2 ”. 

【40】设沢 x ) 及机: y ) 为数: r 和: y 的相对误差，汉: r ，： y ) 为数 x ； y 的相对误差. 求证： 

汐 (: ry x ) + 占( ：y ) + 谷 ( x ) 5( ：y ). 

提示 由绝对误差与相对误差的定义，命题即获证. 

证设 x = a ^ rA ^ y = b ^ A y , 其中 a 及6分别是: r 及: y 的精确值 ，欠 及^是绝对误差，则有 

xy —— ab = bA x ~\~ aA y ~\~ A x • A y . 

于是， 

A = I xy—ab | ^ | 6 | • △! + | a | • A y ~\~ A X • A y . 

最后得 

CX / N _ A ^ y Ay y A z Ay 

^ ( x 3，)_ k ^ < uT 4 " W + UT * \ b \ 9 

此即 8UyX8 ( x ) + 沢: y ) -\~ 8 ( x ) S ( y ). 
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数列理论 


1° 数列极限的概念若对于任何的 e >0, 存在数 N = N ( e )， 使当《>/\^时 


则称数列工 1，工 2 ，…， 


I x n —a | <e ， 

有极限 a (或者说，收敛于 a )， 亦即 

Yimx„ =a. 


特别地，若 lim : r „=0, 则称 心 为无穷 小量. 

n—oo 

没有极限的数列，称为发散的. 

2°极限存在的准则 

(1) 若:及 lim ： y " = lim2 ：„= cjljlim : r ”= c ， 

n—oo n-^oo rr-^oo 

(2) 单调而且有界的数列有极限. 

(3) 柯西准则数列 U „} 的极限存在的充分必要条件 是：对 于任何的£>0,存在数 N = iV ( e )， 使当 


iV 和 p >0 时 ， I A — 


+ P 


<£• 


3°关于数列极限的基本定理设 limA 和 lim % 存在， 则有: 

n-^oo n-^oo 

( 1 ) 若 A <： y „ ，则 limj ： n < lim % ; 

fr^oo n—oo 

( 2 ) limk 土 3 ;”）= iimx n ± lim ^ ； 

n-^oo n-^oo n_^oo 

( 3 ) lim ( a : n 3 ； n ) = limx fI lim ^ ； 


(4 ) 若 lim ： y „ #0 ，则 lim — 

n-^oo n-^ooy 

4° 数 e 数列 


\ imx n 

n 一 oo 

lim % • 


( 1 + 士) 


(n=l ， 2, 


• • • 


具有有限的极限 


5° 无穷极限符号 


lim(l + —) n = e=2. 7182818284… 

t-oo \ n / 





limx n =oo 

n 一 ^oo 


表示 ：对于 任何的£>0,存在数 N = N ( E )， 使当 n>iV 时， | 
6°聚点若已知数列 A ( n = l ，2, …）有子数列 


00 n 


> E . 


: r Pi ，工 p 2 ，…，: r Pn ，… (\<p' 〈 p 2 < …) 

满足 


linuTp = 冬， 

n-^oo n 

则称数€ (或符号 oo ) 为已知数列心（；1=1，2,…）的聚点（聚点也称为极限点）. 

一切有界的数列至少有一个有限的聚点 （波尔查诺 ——魏 尔斯特拉斯原 理）.若这个聚点是唯一的，则 
它即为已知数列的有限极限. 

数列： r „ 的最小聚点（有限的或无穷的称为此数列的 下极限 ，而它的最大聚点称为此数列 

rr-^oo m 

的上极限. 

等式= 为数列 a 的（有限或无穷）极限存在的充分必要条件. 

~~ n-，oo 


【則 iSx n = 点 （ 《= u 2 ，" o •证明，即: 对于任一个给 


得当 N 时 ， I : r „ — 1 I <£• 
填 下表： 




mam 

■a 

■■■ 









证 | 工” 一 1 

可取 N = N ( e ) = 


= I 1 # 任给£〉0,要 | 心 一 1 

w 十 1 

丄则当 rz 〉 A / 时， | a -1 
■ £ — 


< e ，只要 A < e .即只 ^〉+_ L 
< e ， 所以， limx n = 1. 




warn 

mam 

■H 



10 

100 

1000 

10000 



【42】 设: 


(1)^ = 



(2)x n = 


2 n 


⑶工 


( A ) x n = (-\r - 0. 999". 


对于任何的 e 〉0, 求出数 N = N ( e )， 使得当 n>iV 时， | ^ | < e ; 从而 证明 ： a 1，2 ，…）为无穷小量（就 
是说，它的极限值为 0). 


对应着上面四种情形，填下表: 













证 (1) | x n | =丄•任给£〉0,要 | A |<£，只要丄 <6,即只要打> 丄•取 iV = 「丄 " P ， 则当 72〉 iV 时， 

n n e L e J 

I x n I <e ，所以， limx n =0. 

n-^oo 


(2) | x n I =-^<4-. 任给 £<0,要 |: r 」< e ， 只要 •!<£， 即只要 n>Jl •取 N = 

w 十 1 rz n V e 

打>]^/时 ,I x n I < e ， 所以， \ imx n =0. 

n—^oo 

(3) | x „ I 任给 e 〉0, 要 | x ” |< e ， 只要 ^ r < e ， 即只要 ”>l + lo g2 + •取 N = [ log 2 y ] + l , 

则当 ”>iV 时， |< e ， 所以， limx „=0. - 

n-^oo 



£ 


，则当 


11 

















(4) I x „ I = 0 . 999”. 任给 e >0, 要 I ; I < e , 只要 nlgO . 999< lg e . 由于 IgO . 999<0,故只要”> 丨上 99 


2500 lg 


•取 N =「2500 lg 丄"|，则当 《>iV 时， | x n |< e ， 所以 ： lim :^ = 0 

L S 」 n-^oo 


填 下表: 



或取 N ^—. 以下各题类似，不再——说明. 

e 

查四位数学用表所得的数据. 
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证明 ：数列 


(l)x w = (-l)^,(2) 


2 A ， （3) jt „ = lg ( lgn ) ( w >2) 


当 "-00 时，有无穷极限（即成为无穷大）， 即：对 任意的£>0,求数 N =； V (£：)， 使得当 ”>/ V 时，|心 |> E , 
对应着上面的每一种情形，填 下表： 



10 

100 

1000 

10000 




证 （1) 


，任给 E >0, 要 |; | 〉£：，只要 ” >£：•取 N =[£：]， 则当 ">N 时， | >£：，所以， 


limx , 


(2) | =2〜，任给 E 〉0, 要 | x ” | 〉 E ， 只要 2^> E . 即只要 )'• 取 N = [ ( ，则当 


> A /时， Ia |>£ ，所以 ， limx n 


(3) 当打>10时， lgrz>l 及 lg ( lgr 2 )> 0 . 任给 E >0, 要 |;|〉£：，只要 lg ( lg ， z )>£：， 即只要 ”>10 u °' 取 
N =[10( l ° E )]， 则当 rz>iV 时， |: r n |〉 E ， 所以， lim : r „= oo . 

n-^oo 

填下表： ' 


E 

10 

100 

1000 

10000 

• • • 

(1) 

N 

10 

100 

1000 

10000 

• • • 

(2) 

N 

11 

44 

99 

176 

• • • 

(3) 

N 

10 (1 ° 10) 

io (1 ° 100) 

1 Q (10 1000 ) 

10 ( io 10000 ) 

• • • 
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求证: 


(打=1，2,…）无界，但当时，它并不成为无穷大 


Ik ， 


提示只要注意到当々为正整数时，有 a 


(一 1> 


lk-V 




Ik , 


2々一1， 


命题即获证. 


2 k ， 


2 k , k 为正整数， 


证因为心 


=”（一 " 


2 k -\" 


n = 2 k —\ , 


所以， A , 


^- 1-^0 oo ). 由于办― oo ， 故: r n 无界； 但因 X2H — 0，故 A 并不趋于无穷大 


12 
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用不等式表述下列 命题: 


( 1 ) \ imx n 


(2) limx n 


(3) limx „ = + oo . 


n-^oo 


解 （1) 对于任给的正数£，存在正整数 N = N ( E )， 使当 r 2> iV 时，|>£：，此即 limA 
(2) 对于任给的正数£：，存在正整数 N = N ( E )， 使当 n > iV 时， x „< — £：，此即 lim ： r „ = —c 


n 


(3) 对于任给的正数£：，存在正整数 N = N ( E )， 使当 rz > N 时， a 〉£： ，此即 lim ： r 7 , = +oo 

n 一 oo 

设^遍历正整数列，求下列各式 之值： 


46 】 lim 


10000 ” 
” 2 + 1 • 


妨 r lOOOOn x . 10000 ^ 

解 hm — rr ~ r = i im -— = 0. 

oo n 十丄 


n—^oo 


H + 


n 


47 】 lim ( 一 4 n ). 


解 lim ( \/ n -\~ 1 —\[n ) = lim 


(\/ r 7+ 1 —\fn ) ( nl - \-\fn ) 

\J rz + 1 + v ^ 


lim ——== -- 

vv-Fi +V^ 


0 


48 


lim 


Ifrf 


sinn 


n+l 


解因为 sin / 2 ! 有界： | sin ^! |<1 及 0 ( oo ) ，所以 ， lim ! = 0. 


M +1 


n-\~l 


49 


lim 


(_2广 + 3” 
(-2) 7 lhl +3 w 


解 lim 


(-2 r + 3” 


lim 


(~D - t + t i 


二二 （一2)” +1 +3” +1 二 


(_4广+1 


50 




解 lim 


1+a + aH - ha w 


n 一 ♦oo 1 + 心 +6“ + ••• +6 W 


lim 


\— a 

\- b nJtX 
1 — 6 


\-b 

\-a 


51 


lim 




n 


+ …+宁) 


解 


lim ( —^~2 4*— y — \ = lim 

n-^oo \ 72 71 71 ) ri-^oo 


{ n — \)n 
2 n 2 


52 


lim 


_ 1 2,3 

———- 1 -— 

_ n n n 


(-ir 


n 


• • • 


n 


提示分别令 n = 2 々及 n = 2々 + lU 为正整数），易知极限不 存在. 
解当 n = 2 k 时（々为正整数）， 


1 


n 


2,3 

- r —— 

n n 


(- 1 ) 


W-l 


n 


1 




n 


2 k 


2 I ^ — — 2 k _ — 一 k 

2 k ^~2 k 2 k = ~2 k 


当 n = 2 k ^\. 


1 2,3 

—-- 1 - - 

n n n 


• • • 


+ 


(- ir — 1 ” 


3 


n 


2々 + l 2々 + l 2々 +l 


- h 


2々 + l 6+1 


1 


2々 + l 2々 +l 2 


由于取不同方式时，所得的极限值不同，所以，极限 lim 


oo 


" 1 2,3 

———- 1 -— 

_ n n n 




» 籲 • 


n 


不存在 


53 】 lim 


444 —+ ¥ - 

r ? 3 n 6 n s 


解 


lim 

— ly + U - 广 

=lim 

1 ( n — \) n {2 n — 1)" 

- • - 

3 C 

rt-^oo 

n 6 n 6 n 6 

■— mm 

n—oo 

一 w 6 - 
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54 


lim 


n n n 


提示令 /( rz )=4 + 4 + … + ( ”—3 1)2 ，先证 4 + 4 + …十 。 1 ^ 1 ) 2 =8/(2”) 

w rT }T rT rT n s 


利用 53 题的结果即获解. 

解 设 f ( n ) = -V + ^rH -1" 

ri n 


( n - D 2 


n 


，由 53 题即得 


lim 


l 2 . 3 


+ — +••• + 


(2/ z - l ) 


2 一 


n 3 1 n 3 


n 


lim [8/(2”）一4/(”）] = 


【55 1 lim (士 + 备 + l + .” + 2 行 

\ Ld 乙 




2 3 


2 n 



提示令 /( rz ) 


3 +4 + - + ¥ 及 ^(,) = 1 


2 2 2 2 


2 n 




2 2 


+ ••• + 


l n 


易证 /( w ) = WW + l — 利用 58 题的结果即获解. 


解设 /(«) = y + ^ + - 1- %" 1 ， g ( n ) = i -\- A .- j - , 2n 


• • • 



则有 2/( w + l )- 尺⑼ = /( w ) + l ， 又由 2 /(w + l )-/(”）= /(«) + 


2 r /+ 1 


m ■ ■ 


片 ( n ) + 1 ，故 


/(")= 片 （ w ) + l — 


2 ， z+ 1 

2 n 


而 lim [片(” ) + l ] = 3 及 lim 2'+ 1 =0 


2 n 


故得 lijn ( H - h 


2/2-1 \ 
2 n ) 


*) 参看 58 题. 


56 】 lim 

n 


-1 


2 - 3 


+ ••• + 


；/ ( A 7 + 1 ). 


解 


1- 


3 2 3 f 


’ n(n^\) n rz+1 ， 


相加之，得 


2 • 3 


+ ••• + 




1- 


77+1， 


故 


li^Ll • 2 • 2 • 3 




57 】 lim (72 - >/2 - 万… 2 於). 


解由于 


及•万•奴 • 


• • • 


m 


/ 】^ 1 1 ,1 \ 
(T + 7 十广.+孑） 


2 


• 


(i) n 


ri 

J # --- 

故 lim (-/2 • \[l • \[2 . 2 ^/2) = lim 2 匕 2 」= 2. 

n-^oo n-^oo 

证明下列 等式： 

【58】 lim 吾 = 0. 

n-^oo u 

提示 （ Xfc^y («>2). 

证因为 2” = (1 +1)” = 1 + n + —f - 1 ) + … +1 〉 — 1 ) («〉2)， 

故 + 又因为 lim -^ r ^ O , 所以 ， lim + = 0. 

L W 丄 n^oo 71 I n-^oo Cs 

【 59 】 lim^7 = 0. 

rt-^oa7l 


Af ( n ). 


14 



提示 ( n >3). 

n \ n 

证 因为 0<4 = ~f • I …丄 < 土及 lim —= 0, 所以， lim $ = 0 

丄 Z 72 77 n-^oo 72 n—• 


n ! 


oo72 


60 】 lim 


n 


0 U >1). 


提示 a n > n2{a ~ l)2 U >2). 分别就 々<0 ，A = 1 及 A >0 加以证明 

证令 a = l+A ( A >0) ， 


则 


a ” = (1+Ar = 1+72A+ ^12 A2 —" +;r> ^I2 


(rz>2) 


当 《>2 时， rz - l > y , 此时 ，/ >+A 


n 2 ( a - l ) 2 

4 


分三种 情况: 


(1) 当々<0时，这时显然有 lim ^ 7 = lim 


0 


n-^ooCL 


i-ooa • n 


⑵当 々 =1 时， 0 4 ” 


，而 


n 


n 2 ( a - l ) 2 


0,所以 ， lim 3 

n—ood 


0 


(3) 当 A >0 时, 


n 


n 


■ (aTY 一 


ri 


，而 a +> l ， 于是由 （2) 知，- y -^0,所以， 

(aT y 一 a 


总之，当 a > l 时 ， lim ~ = 0. 


n 


61 】 lim 


0. 


n 


提示 令々代表任一大于2 |a I 的正整数，则当 n>k 时，有0< 
证令々代表任何一个大于2 U | 的正整数，则当72>々时，有 

… UI 


n ! 


< 


(2| a |) 


2 n 


0 < 


n ! 


(¥•¥•••••¥)(H 


^)< ui *( 


n — k 


2 




由于 lim (2 -Lt l ” =0,所以， lim “ 


n 


2 n 


n ! 


0. 
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Yimnq n = 0 ，若|( 7 丨< 1 . 


提示分别就 0< g < l ， 一 lCgCO 及 g =0 加以 证明. 


iE ⑴当 OCP 时， 可令〜 ，其中 d ，所以，心 —时 ，邮^ 


= 4—0 


(2) 当 一 l < g <0 时，可令 g =— 〆 ，其中 0< V <1 ，所以，当 rz-^oo 时 ， nq n = ( — l ) n rzg /n -^0 

(3) 当 q = 0 时 ， wg n =0. 

总之，当 | g | <1 时， \ imnq n =0. 

n—oo 

* ) 利用60题的结果. 
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lim ya = 1 (< 2 > 0 ). 


提示分别就 a = l ， a > l 及 0< a < l 三种情形加以证明. 

证 （1) 当 a = i 时，等式显然 成立； 

(2) 当 a >\ 时，因为 （ l + e ： T>l + n e ( n 〉 l ， e >0)， 则当 n 充分大后，可使 1 + rze > a ，即 （1+ e ) 


上，只要取 iV 
即 = 1; 


a -1 


一 e — 


，当 n > iV 时，就可保证这点•所以 ， ld < l + e ， 于是，当 rz > iV 时，石 


(3)S ° < a <1 氺则+ - 孓，其+ a ^> l . f 是 ，当斤 


oo 


时， 石 




1. 


> a . 事实 
1 < e ，此 


15 


总之，当 “〉 0时， Wm^fa = 1. 


64 


lim ^^ = 0 ( a > l ) 


f| 一 QO Tl 


提示 利用 60 题的不等式，先证 Od — l < j ：. 

证 先证 lim |= l •事实上 ，令〜 =|，则 a „〉 l .由60题前半部分的推导知 


n-^co 


a ^>^-( a n — l ) 2 ,即 + d — I ) 2 , 


由此可知 0< d — 1<=，故 lim v ^ T = 1成立. 


现任给 e >0 .因 a c >l U >1)， 故存在 N =/ V ( e )， 使当 ”>/ V 时，恒有|<乂，由此可知（^>〜）， 


0 < log ^ <£> 


n 


故 lim !^ =0 . 


71 


65 


lim y ?2= 1. 


n 


证在 64 题的证明过程中已证 


【66 


lim 




^VTT 


o . 


证 由数学归纳法易证糾 ， 从而， 


-=<27 又因 lim 2 T 今= 0,所以， 

\/n ! \]n n —°° yjn n ^°° y/n ! 


0 
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当 ^ 充分大时，下列各组表达式中哪个更大些？ 


(1)100” + 200或 0. Olw 2 ； (2)2 n 或打 


1000 


9 


(3)1000” 或幻. 


^ (1) 因为， 觀，心充分大时，0•⑽跡榻尬 


(2) 因为 lim 


n 


1000 


2” 


( T > ，所以，当〃充分大时，2” 较^^大些. 


(3) 因为 lim 


n 


100CT 


I 


n ! 


(T ，所以，当 n 充分大时， rz ! 较 1000” 大些. 


* ) 利用 60 题的结果. 

* * ) 利用 61 题的结果 


68 


证明 




lim ㈠ 

n—^oo 、乙 


3 


2 4 


2 n — 1 
2 n 


)= 0 . 


提示 利用10题的结果及夹逼准则. 


证 


因为 0< j 


• • • 


2 n -\ 

2 n 


< 


y / 2 n -\- 1 


，又因为 lim 


1 


y/2n J t 1 




0,所以 ， lim ( 




2 


3 

4 


2 n 一 1 
2 n 


)= 0 . 


* ) 利用 10 题的结果. 


【 69 】 证明 ：数列 or„=(l + + y (” =1，2,…）是单调增加的，且上方有界•而数列： y„=(l + +) 
( W = l ，2, …）是单调减少的，且下方有界.由此推出这些数列有公共的 极限： 


n + 1 


lim(l + 丄） ” = lim(l + 丄）” 

n—oo V n / n—oo ^ n / 


e, 


证明思路 


首先，将： 展开 ，可得 


X 


” =2+ 吉 (h+h 忐 +M 1 — …+ 吉(卜 +M 1 — I)… (卜 ¥)+ … 


16 



+ 七 (1 -丄 ）（1 一丄） 

n \ ^ n / \ n f v n 1 


当 rz 增加时，上式的项数增多，而且每个括弧内的数值也增大，故知数列 a ( h =1，2, …）单调 增加. 由上式， 


利用 (々: > 2 )，可得: r w <2 + + + 吉+…+ $< 3 ,即数列 a 上方有界 



々！ 


其次，由 


(長卜(咕)”〉 1 '士 I 〉 1 兴， 

即易推出 3 VM 〉％， 故知数列 ： y „( rz = l ，2, …）单调 减少. 又显然可知％〉(1 +丄)"〉1 +上= 2，即数列％ 

v n / n 


下方有界. 


证 x„ = ( 1 + -i-) =1 + 1 + C5+ + C2he ； 士 H h 士 

= 2 + 告( 1 — 士) + 吾( 1_ +)( 1_ 音)—+ 吉( 1 —士)( 1_ 1)_'_( 1 — ^ 1 ) 4 ^- 
+忐(卜 士)( 1_ '!')...( 1_ 宁). 

其中每一项都为正，当„增加时，不但对应的项数增多，而且每一个括弧内的数值也增大，所以，数列 




1，2,…）单调增加. 


又当 k > 2 时， （1 — ^)<1，古 <— rT ， 所以， 


1 + 丄） + + + + +… + ^ t = 2+(1-^ t )<3 


/ 


此即数列 x „ U = l ，2, …）上方有界. 


由此，我们知 lim ( 1+ + ) 存在，以 e 表之. 


其次，由于 






(1 + 占)”〉1+六 >1 + 士 


即 也即所以， （ i + Av ^ i + ir 1 ， 此即 


因而，数列 ％ b = l ,2, …，）单调减少.又因 


yn 


(1 + 丄）” • （1 + 丄）〉1 + «.丄= 2, 

v n ; x n / n 


所以，数列 ％ h = l ，2, …）下方有界. 


e , 


由此，我们知 ^( i ++) …存在，且 

lim(l + 丄 V +1 = lim(l + 丄）” （1 + 丄 ）= lim(l + 丄）” • lim(l + 丄）= 

”400 \ n / ft-oo \ rz 7 v n 7 oo v n 7 n — ~、 n ’ 

于是， lim(l + 丄广 1 = lim(l + 丄）” = e . 

oo \ n 7 n—oo \ n 7 

】证明 ：0< e—(l + 丄) n <2 h = l ，2, …）.当指数”是什么样的数值时，表达式 (1 + 丄 y 与 

\ n ’ n v n / 


数 e 之差小于 0. 001? 


证明思路 


利用69题的结果知 0<( 1 + |； T < e <( 1 + i 


ff + 1 


，由此即得不等式 


0<e -(i + i -) <(1 +士 

当 w >3000 时， + 与 e 之差小于 0.001. 


n + 1 


_( 1+ 丄)” <!• 

v n / n 
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证利用69题的结果知 


即 


而 


w + 1 


1 + 


71 


0<(l + —) n <e<(l + — 
v n / \ n 

0<e— (1 + 丄 + 丄 ) 

\ ^ / \ 77 / 

(i^±y=( 1+ ±yf( 1 - h ±)- 1 i=±( 1+ ±y < A 

v n 7 v n ' L v n 7 J n v n 1 n 


因而 0< e —( l + 丄/ < l . 

v n f n 

其次，要 e — (1 + 丄 f <0. 001，只要丄<0. 001，即只要 ”>3000,所以，当指数 77 是代表任一不小于 

N n / n 

3000的正整数，表示式 (1 + 1^ 与数 e 之差就小于 0.001. 

\ n / 


71 


设么（^2=1，2，〜）为趋于+ 0«的任意数列，而％(/2=1,2，《")为趋于一00的任意数列 （/ ^，％$ 


[―1 ， 0]). 求证 : 


-(! + 丄广 =1^0 + 丄 ) 9 ”=e. 

OO pn n—OO ^ q n ' 


证明思路首先，令 l = [ AJ ， 利用 69 题的结果可知 lim(l + 士广 + 

W—OO \ k n ' w-^oo ^ hn 


+ 1 


e 


又由士 可证得!二( 1+ 士) 




e. 


其次，令^^一/^，即得 lim(l+ 丄 ) W =e. 

rt-^oo x q n 

证令怂 = [/>„]， 即怂 表 的整数部分，则 + 

由于 A , — + °°，故々” — + °°，从而，显然+ ” 一 e . (参看69题题解）.由于 


丄 > 丄>」 

Pn 


而 


”400 \ Kfi ^ 


々 ” +1 ’ 


e ， lim ( 1 + 


k n + 1 


)" = lim ( 1 + 


> 1 + 


Pn 


\ p n ( 1 \ k n 

)>( ]+ m) ， 


k n + 1 


广 


1 +■ 


々 n + 1 


e 


故 


lim ( 1 H - ) n =e. 

oo \ p n / 


其次，若 g ” 


°°，令％ = — /^，其中 A ，-^ + °°. 于是 


!4( 1+ 士疒 = ! 迚(卜 女）广 '( 1+ ^ r ) = 


e 


故 


lim (1 + 丄 )〜 =lim (1 + 丄广 =e. 

… 、 办 / n—oo \ q n ’ 


Pn 


【72】 


已知 lim (1 + 丄 ) =e ，求证 ：lim ( 1 + 1 + 

n-^oo ^ Tl ’ n-^oo ^ 


• • • 


2! 3! 


++)=匕由此推岀公式 


e 


1 + 1 + —+ T7T + *** + 


On 


2! 3! 


n ! n ! n 


其中 0< 艮 <1 ，并计算数 e 精确到 10 一 5 . 


证明思路 


x 


首先，令礼=(1 + 丄/ ，由69题证明中的展式 知：任 意固定々，当 n > k 时，有 

\ Yi / 

” 〉 1+1+ 弄 (1 一 +)+ 弄 (1 -士 )(i - 音 )+…+ 忐(卜 j)(i-|) …(1-^1 )， 


两端令 ^ oo 取极限，得 e^l +1 + 


• _ • 


2! 3! 


+ 尕由于 此式对任何々均成立，故得 


0!3( 1 + 1+ 垚 + 忐+…+古). 


另一方面，由6 9 题证明中： r „ 的展式 又知： 对任何 n ，有 x n <C 1 + 1 + — + — +…+ — r ，两端令 n 


2! 3! 


n\ 


取极 
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限，得 


e^lim (l + l + 7rr + ：rr + ".+ 


n 


2! 3! 


于是 ， e = lim (1 + 1 + 



2! 3! 


+ …+忐). 


n 


其次，令叫 =1 + 1 + 7 TT + 7 TT + … +— T ，则有 


0<, CO n 


m 


ln < 


2! 3! 

1 

(n+1) 


n 


i + 


i 



i 


” + 2 (n + 2) 


+ ••• + 


固定 w ，并让 m 


取极限，得 


0 <e 


< 


(” + 2 ) 
n+2 

( rz +1)! • ^ TT - 


m 


< 


1 


rz + 2 


( n +1)! n+l 


1 


由 


^ + 2 


(rz + 1) 


< 丄得 


0 <e 


Ci) x 


< 


n 


e 


n ! n 


1 + 1 + 


，从而可得 



2! 3! 


+ ••• + 


1 



6 n 


n \ n i 9 n 


， 0< 氏 <1 


又经计算可得 e =2. 71828 士 0.00001. 
证由69题证明中^的展 式知： 


OO n 


i + i + A (卜士) + A (卜士 )( 卜 +) 

••十以 1 — 士 )( 1_ 1)…( 1_ ¥)• 


+ ••• + — 


々-士 )(卜 +) …(卜巧 2 ) 


若固定^，且《>々，则有 


^>1 + 1+忐 (1—+) + 告 (1 -士 )(1 — 1)+…+忐 ( i -+)( i -|) … 


今使"趋于无穷，在上式两端取极限，得 e>l + l + …由于此不等式对任何正整数々皆成 


立，因此， 


!迚( 1+1+ 告+士 


+… +# r )< e - 


另一方面，由69题证明中的展式 又知： 对任何正整数 rz ， 有 a <1 + 1 + ^ + ^ + …$■，及 A — 两端 


令 r /-> oo 取极限，得 


e < t ( i + i + 吉+击+…+忐). 


于是，!^( 1+1+ 古++ + … +; J [) =e . 


其次，设 


l + 1 + 玎 . 3! 



+ … H - r ，贝 1 J 


n 


0 〈 co n 


rn 


COn 



1 


(” + 1 )! ( 72 + 2 )! 


H —— h 


< 


(«+l)! 


1 + 



1 


w + 2 (w + 2) 


+ ••• + 


(n^hm) ! (?2+l) ! 


1 


1 + A _f ... + (n+ 2 )( W + 1 3 )...U+w} 


(rz + 2) 


m 


玎 < 


U+l)! 


1 + 


1 



w + 2 (” + 2) 2 


+ … 


rz + 2 


( w +1)! rz +1， 


今让 rz 固定不变，并让 772 趋于无穷，取极限，得 


O^e — 


1 


(n+1)! 


由于蟲 <如所以， 0< e -收 <去 


•丄，即 0 <e 
n ! n 


rz + 2 _ 

1 

”+1 

n\ 

■ 德 ▲ ■ 

. d n 

COn — 

n ! 


rz + 2 


(rz+l ) 2 


，其中0<艮<1，因而， 
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1 + 1 + 2! + sT + ^ + ^! + 


Qn 


! n 


下面将用公式 （1) 计算 e ， 使之精确到 1( T 5 . 首先须确定怎样选取 〜 才能实现这一精确度.取 


( 1 ) 


8,在 


公式 （1) 中的余项已是小于 


8!8 


<0.0000032, 


所以弃去它时，由公式所造成的误差远远地小于所规定的限度.因此，取 


8计算之.其次，还须考虑计算 


每一项时的 ft 入误差，为保证 e 精确到 1 CT 5 , 我们在计算每一项时，计算到第六位小数上四舍五入凑成整 


数•则舍入误差总的不超过 
列表： 


10 


X6 


10 1 


. 于是，总误差不超过 6.2 X 10_ 6 <10 


2 ! 



4! 





7! 



2. 000000 


0.500000 


0. 166667 

(-) 

0.041667 

(-> 

0.008333 

(+) 

0.001389 

(-> 

0.000198 

(+) 

0.000025 

(-> 

2.718279 



考虑到修正数的符号，则总误差介于一 $和|之间，因而，数 e 介于 2.718275 及 2.718281 之间，所以， 


e =2. 71828士 0.00001. 
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证 明：数 e 为无理数 


提示 用反证法. 

证假设 e 为有理数则对于这个 n 有公式 


2+ 2l + 3! + - + 


On 


n \ n ! 


在等式两端同乘以 M ,我们即得出左端是整数，而右端是整 数加一真分数 夂，但这是矛盾的.所以 ，数 e 为 


(0<艮<1). 




无理数. 


74 


证明不等式 ：（ 子） ”<«!< e (号) 


证明思路由 — ■，两边取对数，并就々从1到 rz — 1相加，得 

n—l n n 

ln ^^ Cw — l)ln ~y , 从而可得 w ! <2 ) < e (号) • 

再令： r ”=( A ) n ，可得」注意到 Xi = 丄<1，即知：^=勾 • &…三 L < rz !_ 

y e / 一 1 e xi x n -i 

证由 y / k ( n ~ k ) ■，则 •|~[ ln 々 + ln(rz — 々 )]<ln ■，从 而， 
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2 ln^<(w—l)ln+，(n —1) ! < d). 


再证 ( f ) n < n !. 设: r „ 


所以（注意到 A 


e 



k=l 


(A 

v 2 

^. 于是 《! 

< 2 (f 

， ( 

: 号），则有 



OO n _ 

n n 


工 ”-1 (” 一 l ) n_1 e 

= 

:: n • —-^-<n\. 


1 、”一1 
i + ^ i ) ^ 


e 


< in . 


00 \ X n - 


2 - <72!. 从而，证得（子 ) n < W 
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证明不 等式: 


( l ) + < ln(l + + )<+， 其中 《 为任意的正 整数； (2) l + a < e a , 其中 a 为异于零的实数 


证 （1) 因为 l<(l + +) W < e ， 两边取对数，得 0<” ln(l + +)< l ， 故 ln(l + ^-)<-i 

又因为 e <(l + +) n l ，两边取对数，得 l < U + l ) ln(l + 士)，故 ln(l + +)>^ T . 

^<111(1 + 丄)< 丄. 

n~r 1 \ n ; n 


(2)( l - hx) n ^l + nx U >0 9 n 为正整数）. 

设“为正有 理数 ： a = ^, p ，(7 是正整数，则由于 e〉(l + 丄故 

q v q 7 

\ q f \ q > q 

至于 a 为任意实数（关 o ) 时的证明见1289题 （1). 
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求证 ： limn ( aT — l ) = lna ( a >0)， 式中 lna 是取 e =2. 718…作底时，数 a 的对数 


n — oo 


证先设 a >\. 令 6 „=a 


1，则乂>0,且 


lna 




n 


ln ( 1 +6") ，故 


n ( a ^ — 1) = lna 


b n 


ln(l + W 


由于乂 —0, 故存在正整数 iV ， 使当 rz > N 时， 0<^<1. 于是，对每个 n > iV ， 存在唯一正整数 t ,使 


Bn 


< y . 由于0,故 怂 —+ oo . 由75题 （1) 知 


故 


土 <_ + +)<+ 

^p-r<ln( 1 +, \ . )^ln(l+6„Xln(H-y-)< 


从而， 


t +2 


1- 


々 n + 1 

々 n b n 


K ，' k n 


々„ + l k n - \-\ ln ( 1 +6„ ) 


< M ^ = 1 + 


k 


k n -\~l 


< 


由于怂 —+ 00 ( n — OO )， 故 


ln ( 1 ) 


— ► 


1 ( n — oo )， 由此得 


Y \ mn ( a ^ — 1) = lna . 


n 


现设 oca .则 f > l •现 由上结果可知 


limn ( aV — 1 ) = lim 


•”（（ + )”一：!） 

■ ■ 


-In 


lna . 


a 


当 a = l 时， limn (6— l )= hia 显然成立，故此式对任何 a >0 成立.证毕. 
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利用关于单调有界数列极限存在的定理,证明以下各数列的收 敛性： 

【77】；=/>。+ & +…+ | („=1， 2 , …）. 式中 A(f = 0， l ，2, …）是非负整数，并且从灼起不大于 


9. 


证 


工 n +1 




Pn 


10 


fl + 1 


，由于 Am >0,所以 ，: r 


# 1 >心，因而，数列心（^2=1，2，-")是单调增加的.其次由 


于/>。+士<工”<9 ( 各+…+点)+ A)<l + A > ，所以，数列 • r II ( n = l ，2, …）是有界的 

因而，根据单调有界数列极限存在的定理，可知数列 } 是收敛的. 


78 


10 11 




rz + 9 
2 n-l 


解当72<10时，虽然 } 单调 增加； 但当«>10时，由 


yz + 9 
2 n-l 


<1知数列单调减少.注意有下界 


x n >0( n = 1，2,…）.因而，数列 {: r „ } 收敛. 
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oc n 




(卜 +)( 卜 +) 




1 — 



证因为 


f 1 


OC n # f 1 一 



，所以，数列是单调减少的. 


又因0<心<1，所以，数列 } 是有界的.因而，数列收敛. 






(1 + +)(1 + +)."( 1 十去 、. 


证因为 A 


X n • 


1 + 


所以，数列是单调增加的 


又因 l + a < e % 所以， 


0<Cx n <[e"2 • e T 


e2 ” 


e 


1 , 1 
7 V 


• • • 


+ 


<e 


即数列是有 界的. 因而，数列 {a } 收敛 • 
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A 


y /2 9 


002 


V 2+# ，…， 


: r , 


\! 2 + \^2 + … - \- y / 2 ， •• 


•令 


/ I 敷根¥ 


证数列显然是单调增加的. 


其次，利用数学归纳法可以证明：: r „<#+ l . 事实上，对于 n = l 是成立的.假设 a <#+1， 则 


^+1 




^2+x, < V2+72+l< VCv^+l) 2 =V2+1 ， 


因而，不等式对一切正整数均成立. 

由此知数列 U „} 是有界的.因而，数列收敛 

利用柯西准则，证明以下各数列的收 敛性： 


82 


OC n = 


，其中 I ^ I <M (々= 0，1，2,…）且 | g |< l . 


证 I ： r m —: r n I = I 〜+…厂 1 H - ^ a m q m | < | a n ^ x \ • | g | H - M I • | q I 


m 


< M . | g | n +1 ( l + | g | + … + | 9 | n+1 - — 


q 




任给£>0,由于 | 9 |” 


0 (n 


) ，故存在正整数 N ， 使当 《> iV 时，有 


于是，当 m > n > N 时，恒有 | x m — x n \ < e . 由此可知，数列 { x „ } 收敛 
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sinl 


X , 



sin 2 , , sinn 

十…十 


2 2 


2” 


证 | x m — x n | 


sin ( rz + l ) , , sinm 

- (-…十 


2 n 


+ i 


2 m 




2 n 


1 + 


H - 1 --- \< 

2 m " n_1 / 2 n 


n 




1- 
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任给 £ >0, 取 N = 


■In 


e 


ln 2 


，则当 m 〉《> iV 时，必有去 < e ， 从而 | a—a |< e ， 所以，数列 U n } 收敛 


84】+ ^ co 知！ 


1 • 2 2 • 3 


”（”+1) • 


提示 利用不等式 


<去< 


々（々+1) I 2 1-1 


k 


(々= 2,3,…）. 


证 




cos ( n +1)! * 

, cosm ! 



(” +1) ( n + 2) 

• • • I — ■ 

m ( m + l ) 


< 


1 


1 


(”+ 1 ) 2 ( T 7+2) 2 


H - h 


m 


<(+— 土 ) + ( 土 —击)+ … 


m 


) = i 


< 


(m 〉 w) 


m n 


任给 e >0, 取 iV 


- e - 


，则当 m > n 〉 iV 时，必有 I 


m 


jC , 


< e ，所以，数列收敛 
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l + i + … + 


n 


证 




(” +1) 2 


馨 _ « 




m 


以下与 84 题证法步骤相同，故知数列 } 收敛. 
【86】对于数列心^=1，2,…），若存在数 c •，使得 


| 了 2 — 了 1 | + | 工 3 — 工 2 | +•••+ | X n —X n -\ I 〈C (77=2 ， 3 ，•••）， 


则称数列…）有有界变差 • 

证明 ：凡有 有界变差的数列是收敛的.举出一个收敛数列而无有界变差的例子. 

证设 I : c 2 —A I + I : r 3 —： C2 I +…+ | 心一心-! I U = 2,3, …），则数列{% } 单调增加且有界， 
所以，它是收敛的. 

根据柯西收敛准则，对于任给的£>0,存在数 N ， 使当 m >77> iV 时，|爲一 ％ |<£，即 


X 


m 


心一 1 



Im -1 



H - h I x n +i — x n I < e - 


而对于数列 U „} 有 


x 


m 


— 0 C n = 


X 


m 


+JC m _ 1 —X m -2 H - ^OC 


71+1 


00 n 


^ I 0C m —x m ^i I + I X m -1 —x m -2 I H - h I x n +i —X n I <£t 

所以，数列 u 。} 是收敛的. 

数列 ： i ，一 i ，4 •，一 4 ■，如 一 如"•，丄 ， （ 一 i ：) 丄，…，它是以零为极限的收敛数列•但它不是有有界变 

Z Z o o n n 

差的.事实上， 


I OC 2 — Xi 

〉 I x 2 — X \ 


+ I ^3 一工 2 I + I 工 4 —0C Z I H - h I X 2n — 〜-1 I 

+ I —X 3 I H - h I X 2n —X2n-\ I 




而数列队 =1 + ^+…+ ^-是发散的 *° ，又是递增的，故叫― + oo . 于是， 

Lj 71 


0 C 2 —X\ I + I X 3 —X 2 I H - H x ln — x 2 „-i 

不是有界的，因而，收敛数列 } :1，_ 1，~|•，一 ~| •，…无有界变差. 

*) 详见88题的证明. 

【87】试叙述“某数列不满足柯西准则”的含义. 

解即存在一个 £ 。 >0, 不论对于怎样的数 N ， 总有 〜> iV ， m G > iV , 使得 I x n 。 -x Wo I > e 0 . 
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【88】利用柯西准则，证明 ：数列 ： r „ = l + j + + + … + + 的发散性. 

提示取 m = 2 w . 

证取 m = 27?， 贝 IJ 


r* — x I — — (- • • • —I— — ^― ——I—-— I— • • • —I— -^― = — ^― 

m w 1 n +1 « + 2丁 以/仏卞仏卞卞 h 2， 

所以，数列 {〜} 发散. 

【8 9 】 证明： 若数列仏（《=1，2,…）收敛，则它的任何子数列\也收敛，且有同一极限 limx , = limx „. 

n n 一 ^oo n n-^oo 

证设 lim : r „= a ，则对于任给的 e >0, 存在正整数 N ， 使当 ”> iV 时， |: r „— a |< e . 

n-^oo 

今因正整数列{九 } 以 + oo 为其极限，所以，对于 N ， 存在正整数匕，使当 k > k 0 时，九 > iV ， 

此时|■ r 〜一 a |< e a >々 () ），所以，子数列丨:^ Pi 丨收敛，且 li mxp n = limx „ = a . 

【90】证 明：若 单调数列的某一子数列收敛，则此单调数列本身是收敛的. 

证不失一般性，假设数列{工„}单调增加，其一子数列收敛于 a . 则对于任给的 e >0, 存在正整 

数 /V ，使当 々 〉/V 时 ， | — a | <e ， 令 iV ' = /> N+ i .设 w 〉 iV '， 由于 pi </>2 〈 / >3 〈… 4 + °° ，故必有九 (^>N) 

使 Pk<n<p k ^ } . 由上知 

I x P k ~ a I <£， I x P k ^ x ~ a I <£• 

而(因 《 r „ 递增），故必 I : r„—a I < e .由此可知 limx „ = a , 即 {: c „} 是收敛的. 

【 91 】证 明：若 Umjr ”：。 则 lim I ; I = I a I • 

n—^oo n 一 ^oo 

提示利用极限定义及 I I — I a I ^ I x n — a I . 

证因为 nmx „= a ，则对于任给的 £ >0,存在正整数 N ， 使当 ”> iV 时 ， a |< e . 

n-^oo 

又因 I I — I a I < I X n —a I ，故当 n>iV 时 ， I I — I a I < e ， 于是 ， lim \ a: n \ = \ a \ . 

ri 一 oo 

【92】设 a ，则极限是什么？ 

打一 ^oo JO n 

解按题意，应设 ^^0(71=1,2,-). 

limx 出 

若 a 关 0, 则显然—— =—=1. 

rt-^oo oc n limjTyj CL 

n 一 oo 

若 a = 0, 则 lim ^ ■可能不存在，例如，若 为： 

rt-^oo 0 C n 

111111 

，， 1"， Y ， F ， P ， F ， P ， … 


则 A — 0,但显然 


OCl 


m 


了 2m— 1 


1， 


1 


OCl 


，故 lim 


m 


了 1 


不存在.下面我们证明，若 lim 


了 n + 1 


n_^oo X n 


存在，设为6,则必有 


用反证法.若|6|>1.取 r ， 使 |6|> r > l .利用91题结果，知 lim 


| 工 FJ+ 1 


X 


n 


|办| .于是，存在正整数 N ， 


使当时，恒有 




x n | 


> r .从而，当 /2> iV 时， 


0C n 

= 1 a 丨 • 

In 十 1 

m 

办十 2 


0C n 



•^N+l 


工 n-1 



> Un | •广 N ， 


由此可知 Um : r „ 


，此与1丨111：^=0矛盾，故必有一 1<6<1. 


w- 1 


总结起来，若 a 参0,则 limM = l ; 若 a = 0, 则 lim ^•可能存在也可能不存在，当存在时，它必属于 

00 ^ n_»oo 

[―1 ， i ]. 

【93】 
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证 明：收 敛的数列是有界的. 




证设.要证 有界. 对于正数£=1，存在正整数 N ， 使当 ”> N 时，必有|心 一 a | <1，从而 


x n \<\a \ + \ 于是，令 

M= max { I & I • I .r 2 I • 
则 |< M (7 z = l ，2, …）.由此可知 UJ 有界 • 


: t.y I ，丨 “ I 十 1 } 
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证明： 收敛的数列或达到其上确界•或达到其下确界，或两者都达到.举出这三类数列的例子 


证 （1) 对于各项恒为常数的数列，显然上、下确界均达到. 

(2) 对于不恒为常数的收敛数列，设 nm ^= A ，则或存在某 a > A ， 或存在某 a > A ， 或这种都存 

n 一 oo 

在.作 A 的充分小的邻域使它不包含 A 或或都不包含在此邻域内.由于 x ,,— A ， 故在这三种情况 
的任一种 F ， 这个邻域外部都只有 } 中的有限个元素.因此分別为必达到上确界、必达到下确界或上、下 
确界均必达到.在第一种情形下确界可能达到，也可能达 不到； 在第二种情形，上确界可能达到，也可能达不 


到. 


【95 


证明： 趋近于 + oo 的数列 A (〃= l ，2 •…）必定达到其下确界 


X 


证由题设可知存在正整数使当 n >/ V 时恒有，于是，显然 ， A ,12 
„} 的下确界. 

求数列 &(〃= 1,2,…）的最大项 ，设： 


V 中的最小者即为 


【96 




n 


提示 当 "= 3 时， ； z 2 >2"; 当 " 关 3 时， 


解当"= 3 时； V >2 W ; 当 w 关3时，所以，最大 项为心 


8 


97 




100+7Z. 


提示 


了 , 





^100 


+ 20 


20 


解 


1 


JCn = 




<4,其中 J 100 = ^ »所以，最大项为心。。 


20 


【98】 


了 ,, 


1000，， 


提示 


^ 4-1 _ 1000 

j：n ” +r 


解 






1000 


•当 "+ 1<1000时 ， i „+ i 〉了„ ;当 ”+1〉1000时 < ix x 


所以，最大项为^999 =^1000 


1000 麵 
1000 ! • 


求数列 &(«= 1,2,…）的最小项 ，设: 


【99 


x n = n 2 —9?i— 100. 


解若 w 2 — 9”>0,则 若《 2 -9”<0,则 0< n <9. 

所以，最小 项从心到心 中去寻找，比较之 ，得心 的最小项为心=^ = 一120 


【100】 


x 




100 


n 


提示 


•Trt 


(A — 


10 \ 


A / 


+ 20 及 x lo = 20. 


解 


( v ^" — ) +20^20，其中 wTio ^^ O ， 所以•最小项为 
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求数列 a(w=1 ， 2 , …）的 inf {x w } , sup { x tl } f lim^ 及 limA ，设 




【101】 




1- 


n 


解 inf{:r”}=0; sup {x n } = 1; limx, 


V \ mx n = 1 


【102】 


x n 


(一 1)”，1 + (- 1 ) 


n 


解 inf { ; } = — 1 ; sup { x n } 


;lim:r n = 0 ； limx„ = 1 


【103】 = 1+ ■ ? . cos ?/7r 


^ TT C, 


解 






1 ， x 2 = \—^ r ^ : r 3 = 1 ， 14 = 1 + 7 ， 


inf { x n } = 0 ； sup { x n } =2 ； lim j:” = 0; lim^„ = 2. 


【104】 


i+2(-ir+ 1 +3(-i) 


rr-^oo 

rt { n -\) 


解 


JT\k 


1 — 2 + 3 ， 


了 u 


1 +2 + 3 ，了从 +2 ^ 1 _ 2 一 3 ， xa+3 = 1+ 2 — 3(々=1，2，•••）• 


inf { x n } = —4 ; sup {x n } = 6 ； limjr” = — 4 ; lim = 6 


w — 


【105】 


n — 1 

” STT cos 了 • 


解 = 0 ，工 2 = ^~(- ^ - )， 


^3 


了 4 



^)， 


1 


了 5 


了 6 


OCl 


( _ +)， 


^8 


(-+ )， 


了 9 


inf { x n } = —-?r ; sup {x n } = 1 ; limx n 


limx„ = 1 


【106】 x n = ( — \ ) n ri . 


解 inf^ } = —oo ； sup{x n } =+c« ; li mXn 




oo; limx n = + 


n 


[1071 


i[2+( — l)”]. 


解 inf { jt” } 




00 ; sup {x n } = — 1 ; Vimx n 


; lim:r: 


【108】 


•r, 




解 inf { } = 0; sup{ ^ } =+oo; limx n = 0; limjr” = + 


wtc 


【109】 * r w = 1 + ^zsin —. 


解 


了 1 


1+1， X2 = 1 + 0 t X3 = 1 — 3，了4=1+0，了5 = 1+5，.". 


inf {x n } 


;sup {x n } = +00 ； limx, 


\imx n = -f 


【 110 】 


x 


，， ^7-10.2 - 


解当 ^ 由 1 到 10 时，心由负数往下降；当〃由 11 到 +oo 时， ^ 由正数往下降，所以 


inf { x n } — Xio = — 5 ； sup { x n } = X\\ = 1. 25; limjr n = 0 ， limx n = 0. 


n—♦oo 


求 lirrLr” 及 limjr” • 设： 


oo 


【111】 




rV 

cos 


1+” 2 


解 limj 〗 


; limx,, = 1. 
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【112】 


解 


■r”=(l + 丄 ）" • （ ― 1)" + S in 竽 . 

\ n , 4 

—:„ = —( e +告 ） ； limx„ = e + l . 

1-^00 V ^ w ^°° 


n . 9 W 7 r 


【113】 ^= ? ^ T sm 2 4 . 


解 limx w = 0 ； V\mx n = 1 


【114】 


X 、 




解 limx w = 1 ； limx n =2 ( 因 （ 2 2 * + 1 ) 汉 = 2 ( 1 + 


2k 


2 2k 


2 ) 


【115】 


0C n = cos 


2 n 7 r 


解 limx,, = 0； V\mjc n = 1. 


求以下各数列的聚点 


【116】 


1 1 


3 1 7 


’ 2 ’ 4 ’ 4 ’ 8 ’ 


2 n -l 

2 n 


解聚点为 0 及 1. 


【117】1， 


，1 + 7 ， 7，1 + 



3 f 4 


，1 + 


r ， T + "r’ y + T f t’ ••• 


n n 


K ， 




解 


聚点为0, 〗，+，+ 〆 •• .它们分别为子数列 + 卜 {i + 


1 


n 


2 





+ 


癱•参 


n 


的 


极限 • 


【118】 


1 1 2 


2 3 1 2 3 4 




解所述数列正好包含（0，1)中全部有理数，故对于闭区间[0，1]上的每一点: r ， 在其任意的 e 邻域内均 
有此数列中无穷个数，因此 X 必可作为某子数列的极限，所以， X 是所述数列的聚点.由此可知[0，1]中的任 
何点都是所述数列的聚点，显然，[0，1]外的点都不是所述数列的聚点. 


[1191 




3 1 


- 士 ） + 2 (-ir. 


解因为 2( — 1)” 为 2 或 一 2 .所以，聚点为 5 及 1 


【120】 




[(a + 6) + ( — l) n (a —6)]. 


解聚点为 a 及 6. 

【121】 试举出以已知数^，七，…，七作为聚点的数列的例子 
解数列 


Cl \ 


^2 


a 


p 




di 


a 


p 


ai 一 T ，“ 2 — T , …，〜—孓 


显然以 q ， a 2 ，…， a p 为聚点. 

【122】 试举出数列的例子，对此数列而言，已知数列 ai ， a 2 
数列还必有怎样的聚点？ 

解例如，数列 


的所有各项皆为其聚点，所举 


“ 1 + a 2 + — , ai+y, a 2 J r— , a 3 + -^-tai+ —, 。 2 + j ， a 3 + — , a 4 + —. …， 


ai+ T ， a2 + T ， a3 + T ， ."’a + T ， 
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就 以…， a 2 ，…， 《„ ，…为其聚点. 


此外，很明显，若 { x „ } 为一数列，使已知数列 {«„ } 的各项 ai ， a 2 ， a 3 , …皆为 } 的聚点，则已知数列 
{心,丨本身的聚点也必为数列彳 A } 的聚点. 

【123】 举出数列的 例子： 

(1) 没有有限的 聚点； （2) 有唯一有限的聚点，但不 收敛； 

(3) 有无限多的 聚点； （4) 以每一实数作为聚点. 

解 （1) 数列1，2,…）没有有限的聚点. 


(2) 数列：1， -1, 士，一2, —3,…，丄，—”，…有唯一 

Z 3 n 

有限的聚点0,但此数列却不收敛. 

(3) 118 题的数列即有无限多的聚点. 


(4) 我们按下述“对角线法则”来构造一个数列，使每一元素后 
面跟一个对应的负数，排列顺次如图 1.1. 


了 1 




1， JC 2 = — 1 f 


了 1 


X-r,= 


2 ， = — 2 ， 


工 7 


3 



• *no 





此数列以每一实数作为其聚点，即聚点的集合为（一 oo ，+ oo ). 

【124】 证明 ：数列 * r „ 和^=1,|(^=1，2,…）有相同的聚点. 

证因为 I — 1，所以，数列 { A } 的子数列>与 { % } 的对应子数列 U % } 同时收敛，且具有相 

同的极限，此即数列 {A } 和 { % } 有相同的聚点. 

【125】 证明： 从有界的数列 a ( h =1，2, …）中，永远可选出收敛的子数列 U = l ，2, …）. 

证明思路 可设.将区间二等分，其中必至少有一个子区间包含 U „ } 的无限多项，记为 
[^, ,/；,]. 再将区间[〜二等分，又可得区间[々，〜]〔!>,，&]，它包含 u „} 的无穷多项，依次类推，得 

[ a "/)! ]〕[ a 2 ，6 2 ]〕…〕 [ a „ ，心"]〕… ， 


每一 ] 均包含 { jt „ } 的无限多项，且 b „— a „ 


b — a 
l n 


0 (”一 ) ，由讣匕可知 lima „ = lim \ =(：• 


按下法选 { } 的一个子序列 { 丨：先在包含于 [^ l，/，i ] 内的诸中任取一个作为^^ • 然后，在包含 


于 La 為]内且在后面的诸中任取一个作为，余类推，可得 { } 的一个子序列 { >，满足 

a k ^ Xp k (々==1，2, …）. 

由此可得 ^ m ：!^ = c ••即 { } 为 { } 的一个收敛子数列. 

证因为数列 { A } 有界，故可设一切项满足不等式 


其中心/;为有限的实数，将区间[〜幻二等分之，得区间 




a 


a-\~b 


J ) 


，其中必至少有一个包含所给 


数列的无限多项，将它记为 [q A ] (若两者均含无穷多项，则任取其一作为，/々]).再将区间 [ A ， h ] 等分 
之，又可得区间[心， 冷]， 它包含所给数列的无限多项.依次类推，于是得一串 区间： 

[«1 ]〕[“2 ")2 ]〕•••〕[〜 A ]〕•••， 

其中每一[«„，/;„]都包含所给数列中的无限多项，且有 

/ b~a ^ ， 、 

b n — a n = ^:. -- ►O (”― oo ) ， 


2” 


因此，根据区间套定理诸[^，~]具有唯一的公共点 c ， 且 

lima,, = lirn^, =c. 
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现按下法选岀 {A } 的一个子数列 } :在 包含于，&]内的诸 a 中任取一个作为: . 然后，在包含于 

[心，心]内且在后面的诸: r „ 中任取一个作为 *2^ ，然后，又在包含于|> 3 ，心]内且在 心 2 后面的诸: r „ 中任 
取一个作为*^ 3 .余类推（这是可能的，因为每个[^，心]中都包含有无穷多项）.于是，我们得出}的 

一个子数列 } ，满足 


cik (々 = 1，2, …）. 

由此，知 I — (• I — A ( 々=1，2，…），故= c •.从而，> 是 {} 的一个收敛子数列. 

证毕. 

【126】 证明： 若数列 1 ,(»= 1 ， 2 ,…）无界.则存在子数列 h = l ，2, …），使得 lim . z > = oo . 

^ ”-oq ' ” 

证因 x „ (n = 1，2,…）无界，故存在某项满足 I 了 〜I >1.由于数列 A (77 = /^ + 1，久+ 2,…）也无 
界，故又存在某项％ (外 >久），使|々 2 |>2；又由于数列 = 外 + 1，外+2,…）无界，故又存在某项％ 

| >3.余类推.于是，我们得 U ,,} 的一个子数列，满足 

x p ^ | >k (々=1，2, …）. 

由此可知 jim.rh = oo .证毕. 

【127】 设数列 x „ h = l ,2, …）收敛，而数列> (»=1，2,…）发散，则能否断定关于数列 （1 
(2).; r „3；„ 的收敛性？举出适当的例子. 

解 （1) { Jr n -f y „ } 一定发散.如果 {- r „ + ^ } 收敛，则由 （ A +% ) _ A = ： y „ ，知 { % } 收敛，与题设矛盾. 
(2) 数列{心％ } 可能收敛，也可能发散.例 如： 

(i ) 数列 x „ = -^ - («=1，2,…）收敛，数列 乂, =”（《=1，2,…）发散， 

而数列 = 1 U = l ，2, …）是收敛的. 

(ii ) 数列 心=+ (” = i ，2，."） 收敛，数列 ％ = „2 (7Z=1 ， 2 ，…） 发散， 


而数列 （7 i = l ，2, …）却是发散的. 

【128】设数列 a 和％发散（《=〗，2,…），可否断定数列 （ l ): r „+ 3 ；„ ; ( 2 ) x ,, 3 ；„. 也发散呢？举出适当的 
例子. 

提示不能.例如， 



i + (-ir 


^ = 1 — ( 9 ~ lr (”=1，2, …). 


解不能.例如，数列 


i+(-ir 



及 yn = 


i-(-ir 



( n = l ，2, …） 


都发散，但数列 

〗 （ w = l ，2,…）及 x n y n =0 (”=1，2,…） 

却都是收敛的. 

【129】设1丨11^=0，％(”=1，2，"*)为任意数列.能否断定11111^,=0?举出适当的例子. 
解不能.例如，数列 




11 


0 — oo ) 及 y rl =n (” =1，2,…）的乘积 X ix y n = 1 (”= l ，2 r ")， 


当 oo 时趋于1，不趋于 ◦. 

【130】设 = 0.是否由此可得出：或 limA = 0, 或 lim % =0? 


提示 不能.例如， 


1 + (- 1 )” 




yn 


-( 一 ir 


(”=1，2,…），或 


n 


y n = ^ h = 1，2，…） • 
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解不能 . 例如，数列 X, 
但 limA 及 lim^ n 均不存在 . 


1 + (- 1 ) 


及： y” 


1 -(- 1 ) 


(77=1 ， 2 ,…），则有 Yimx n y n = 0, 


n-^oc 


n 一 ♦oo 


n-^oo 


当然 ，还可举例 : T „ = - y ，3^ = «(«=1，2^")，则 ： r „： y „— 0,而 { % } 极限不存在 （当 w -^ oo ). 

n 

注意，假若已知而又已知 {a } ，{% } 中至少有一个数列有极限的话 ，则： limAsO 或 lim%=0 至 


n-^oo 


n—oo 


少有一个是成立的 . 


【131】 证明 




( 1 ) lim:r n + limjy w ^lim(x n Hnix n 4- limy” 


n—^oo 


(2) lim:r n + limjy n ^ lim(a: n +% X limjr” + limjy”. 

n ^ <x： n-^oo fi—*oo fi-^oo n 一 ^oo 

举出在这些关系式中严格不等号成立的例子 . 

证明思路 （ 1) 先证右端不等式 • 存在 { ： * ： „} 的子数列卜％ } 使：对于数列 <3\ } ,必有子 


数列 : 使 ： y 〜 -^/3= Hrn^ • 由于 ： r' +3\ —a+ 卢，故 a+/? 为 { x n + y n } 的一个 聚点. 由此有 a+/?^ 


limCjr,, +^n) 及 lim(:r„ + ： y„lim:c n + limy”. 


r-^oo 


再证左端不 等式 . 存在 {x n -\~y n } 的子数列 } 使工、 -hy ni ~^a = lim(x n +^ w ). 对于 


，存 


在子数列丨 } 使 






limx^ ^ limx n . 由于 


=(J V +3V )—%• —a’ 一 〆 ， 


故 a’ 一 〆 为 { y n } 的一个 聚点. 由此有 


a — pf^Yimy n 及 lim(a: n +%) + Virny n ^ limx n + lim^ n 


n-»oo 


(2) 同 （ 1) 的 思路 . 


证 （ 1) 先证右端不等式 . 根据定义，存在 {^} 的子数列 } 使 


JCn k -^g= limx w • 对于数列丨 3 ^ 丨，必 


n 


有子数列- ►/?= lim ： y \ •显然 lim % < lim ： y „ •由于工„ +% — a +0 ，故 a + 乡是 {: r „ +% } 的一个聚点 

k-^oo k-^00 rr^oo 


由此可知 


a +^^ lim ( j： n +% )• 


lim(x n +^ n )^a+/3^ li 


+ lim ： y n . 


n -^00 


n -^00 




再证左端的不等式，根据定义，存在 {A+% } 的子数列使 ： r„ 4 +、— 0 ' = ^( 心+%) .对 


于数列丨 X' 卜存在子数列丨 : r„ A }使 


以， 




^ = \imx nk ，显然生由于 


n—oo 







故 a 是 {% } 的一个聚点 • 从而， 


a — ^^ Y \ my n , 


由此可知 Um(:r n +%)=(/>〆 + limy n ^ limx w + lim^n• 


n —00 


n —00 


n —00 


(2) 先证右端不 等式 . 根据定义，存在 {x„+30 的一个子数列 {x„ k + 、 } ，使 、+、 + 


%). 对于数列丨丨，存在子数列 




lim; •显然 limx n ^ lim; •由于 

4 - ♦oo k-^00 n —^00 




- ► r — r ， 


故 r 一 r 是 { ： y„ } 的一个聚点 . 从而， 
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n 


由此可知 V \ m ( x n ^ y n ) = r < r + lim 》”< limx ” + limjy ”. 


n-^oo 


n -♦oo 


再证左端的不等式.根据定义，存在 <%} 的一个子 数列卜 '卜使：对于数列( X ' } ,存 
在子数列 { } 使 — r / = j |£^ x„ t • 显然生 ^ JT„ A ^ Vimx „. 由于 


n-^oo 


X 


n k 





，+〆 


故 〆 + 〆 是 { a +3^ } 的一个 聚点. 从而， 


\\T[\{x n -\-y n )^r ^rz 


ri • 


由此可知 V \ mCx n -\- y n )^r limx n + lim ^ n . 证毕 • 

w ^°° n ^°° 

以下举不等号成立的例子.例如，令 


U ”} 为：1，0，1，0，1，0, 


• • • 


{ y n }为：0,2,0,2,0,2，"、 


则有不等式 


limx n + Vimy n =0< Clim ( x n +% ) = l < Climx n + limjy n = 2 

一赢 一 ___ rr^oo 


而对于数列 


兀 } 为： 0, 2, 0, 2, 0, 2, 


參馨修 


{3 U 为：1，0, 1，0, 1，0 


则有 V \ mx n 4- limjy ” = 1 < lim +% ) = 2< Y \ mx n + Yimy n = 3. 


n 


【132】 设和 ％>0 U =1，2, …）•证明 




(1) lim^ w • lim3 ； rl ^ limCx ^ j ;,, limx n • lim % ， 及 


n 


(2) l \ mx n • lim %^ lim ( x „ 3； w )^ limx n • limy ”. 


n 


n 一 ^oo 


n—^oo 


lim ;,>0; 对于数列 


举出在这些关系式中严格不等号成立的例子. 

证 （1) 先证右端的不等式.根据定义，存在的一个子数列卜 '} ，使 X %—«= 

n-^oo 

y„ k /，存在子数列 { 3 \ 卜使 3 \ \ imy„ k ^0. 显然< lim % •由于 x 、 jy % ~^ aj 3, 故 a /3 是数列 

{^3^丨的一个聚点.因此， 


Vimi x n y n )^ a ^ 


由此，再注意到卢>0,即得知 


Yim ( x n y n )^ a ^ a (\ in \ y n ) = ( Yimx n ) • ( lim ^ n ). 


再证左端的不等式.若 limA =0, 则此不等式显然成立，故设 li 


P m >0.于是，存在正整数 A /。， 使当 


w > N „ 时 , x „>0. 根据定义，存在卜„ % } 的子数列 jy % 卜使 

^n k y n , -^a = lim(x w y n )^0 


对于数列 


s 


n k 


，存在子数列 I 


I 、 


使 


oc nk 一 〆 =lim:r% • 


注意到 ^ = limx WA ^\\ mx n = p ^ >0 以及 a >0( n > N 。） ，知 




y 、. 


(x 


n k. yn k 


X 


n k. 


r 


r 

故 f 是 {%} 的一个聚点.从而 


^\ imy n 
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由此可知 lim(u") =c/>〆 （ limy" )>( ) • ( lim^„ ). 


(2) 先证右端不等式，可设 {% } 有界（若 {> } 无界，则 lim % = + oo , 从而此不等式显然成 立）. 根据定 

n 一 oo 

义，存在 { a ： y „ } 的子数列 } ，使 


J^n k y n k -^a= lim(^„ 3； w )^0 


对于 { ^ 


n k 


存在子数列 { A , } ，使 


x 


ri k 


P= limx ；u ^0. 


若/9=0,则由于 {% } 有界，知 3；~ —0, 从而 a = 0, 此时所要证的不等式显然成立，故下设^ >0. 于是，当 


i 充分大时 （ C >/。），、 >0,故得 


yn k ： = ^ n k y , l k . ^ 


X 


rl k 


因此，丟是 } 的一个聚点，从而，妥由此可知 


n 


Y\m(x n y rl )=a^p(\irny n )^(Y\rnx rl ) • ( Y\my n ). 


f| 一 




再证左端的不等式.根据定义，存在 {%} 的一子数列丨，使％ 


lim % >0，对于彳、丨，存在子 


数列丨^.丨，使 


显然 ^ V \ mx n ^0 . 由于 




工、 lim ^ W/ >0 


X 


n k. y,l k 


zr 


故 rr 是 {x n y rl } 的一个聚点.从而， 


Tr ^\\ m ( x n y n ) , 


由此可知 （ lim:r w ) • 




卜 '面举不等号成立的例子.例如，令 


{ x „ } 为： +，2，+，2，+，2，... { jU 为：2，+，2，+，2 


则有不等式 


(lim^,) • (lim^ w ) 


^•♦oo 


8 


< Clim ( u „) 


< C ( lim ^ w ) • ( lim 3； n ) = l . 


再令 


u „ } 为:2,十，2,十，2, 


4， 


春鎌參 


⑷为 ：7,2， i ，2,7,2, 




则有不等式 


(limx„) • (lim^ w ) 


<lim(u„) = l<( lim:r„) • ( \\my n ) = 4. 


n- 


【133】 证 明：若 lim % 存在，则对于任何数列％(”=〗，2,…） ，有: 


( 1 ) lim(x w 十％ ) = limi„ + \imy tt ； 


行一 1 


(2)\\m(x rl y n ) = l\mx ri • lim^„ (jr n ^0). 

w—^oo 


n 


证 （1) 由于 limjr ,, 存在，故，从而，利用 131 题的结果可知 


lim(jr„ + 夕《 X + lim)„ = Y\mx tl + lim^„ = Y\mx n + lim^ rl ^ lim (x„ + y rl ) 


rr 


oc 


oo 


故得 
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Yim ( x n -\- y n ) = V \ mx n + limy ”. 

w—^oo w-^oQ n 一 

(2) 分三种情形 ：（j )设％>0(〃=1，2,…）.则利用132题的结果可知 


Y \ m ( j ： n y n )^ : ( Yimx n ) • ( lim % ) = ( limo: w ) • ( V \ my rl ) = ( limx w ) • ( lim ^ y ^ X lim ， 








故得 


Yim ( x n y n ) = ( Y \ mx n ) • 

n-^oo yj-»oo rj-^oa 

(ii ) 设％<0("=1，2，〜）.则一％>0(”=1，2^")，于是，仍利用132题的结果可知 


lim (—X lim ( —) • lim : r „ = lim ( — 3 /,, ) • limx rl = lim ( — 3 ;,, ) • limx w ^ lim ( — x tl y n ), 


w —co 


oa 


故得 


V \ m (— a : n y n ) = V \ n \ x n • lim (— 3 ;,,) 


n 


但是根据上、下极限的定义，显然有等式 


lim (— 工„ 3 /„) 


Y \ m ( x rl y n ) , lim ( — ^ ) 


lim % 




n^oa 


由此可知 


lim(u„) = lim:^ • lim^. 


ri-^oo 


(iii )设{% } 中有无穷多项是非负的，设这些项构成的子数列为 { 3s }(3\ > 0 ,々=1，2,… ）（ 如果 
{% } 中只有有限项是非负的，则从某一项开始有％<0,这时应用 （jj ) 的结果即知所要证的等式成立）.于 
是，注意到^>0,显然有（利用 （i ) 已证的结果） 


Y \ m ( x Il y n ) = \ im ( x n y n ) 

”一 00 k-^oo 


limx w • limy , 

1 % —^ r^% ^ 


lim : r „ • limy ” 


证毕 • 


【134】 证明： 若对于某非负 40 数列心 （心>0, 《=1，2, …），无论数列 ％ U =1，2, …）怎样选取，以下两 
个等式中至少有一个 成立： 


( 1 ) lim ( + % ) = Hnu n + limjy w , ( 2 ) lim ( jr „： y „) = lim : r " • limy " ， 


n { 


w— 


n 1 


n 令 00 


w ■ 


n- 


则数列 ^ 是收敛的. 


证 


取 {A } 的子数列 { t % } ，使取 


、 r w ， Ti^^Tik ， 


yn 


A , 


(々=1，2,…）， 


n = n k 


其中 A 为任取的正常数，对此 {%} 若 （1) 成立，则由（注意到心>0) 


lim ( x fI -\~ y n ) = ( Yimx n ) + A , Y \ my n =A 




知 （ [\ mx rl ) + A = ( limx rl ) + A ，由此可知 Y \ mx n = lim : r „ ，故 {} 收敛. 
,7^ w -"°° 

若 （2) 成立，则由（同样，注意到 ^>0) 


V \ m ( x Tl y f1 )=A • limjr „ 


知 A • Y \ mx fl =A • limA ，由此可知 lim : r „ = lim : r „， 故 {: r „ 丨也是收 敛的.证毕. 




* 


作者注 ：原著 中将； >0 的假定加在条件 （2) 后，似不妥，因为数列： r „ 应该是预先给定的 


【135】 证明：若： r „〉0( n = l ，2,…）及 limA • lim 


j : 


1，则数列 A 是收敛的 


证由假定知 


0<lim:r„< + oo ， 0<lim — <C + °°. 


n 一^) J^rt 


由 T (利用132题的结果 .） 


(-X. 


1 = iim (• — )^( limx „ ) • ( lim — )^ lim ( x n • 了 ）= 1 ， 

n -^ ooX „ , 1-^00 X n 
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故 


( Vimx n ) • ( lim — ) = 1， 

从而， 


( V \ mx n ) 


(lim — ) 

n ^ ooX n 


( limjr „ ) • ( lim 


n-^oo 





由此，再注意到 （*) 式，即知 

lim j： n = Vimx n =a (0< a < + oo ). 

一 00 

故存在有限，因此收敛，证毕. 

n-^oo 

【136】 证明 ： 若数列；（^=1，2，〜）有界，且_(^ +1 —4) = 0，则此数列的聚点充满于下极限和上极限 

ir-^oo 

1= limx „ 和 L = Y \ mx n 

n-^00 

n-^oo 

之间，即间隔 [ Z ， L ] 中的任意一个数都是该数列的聚点. 

证 根据定义，/与 L 都是 U „ } 的聚点，故我们只要证明/与 L 之间的任何数 a ( Z < fl < L ) 都是 } 的 
聚点.先 证：对 于任意给定的 e >0 及任意给定的正整数 N ， 必有正整数 〆 存在，使 | ^. - a |< e . 

由假定，必有正整数 N ' 存在，使当 rz 〉 N ' 时，恒有|^, - x w |< e . 令 N Q = max { N ， N '}， 则于数列 
(w = / V D + 1 ， / V 。+ 2 ， …）中必至少有两项和 :iv 存在，使 ov <a ， jr„*〉a (因为否则的话，例如，无小于 a 
的项，则此与 l < a 矛盾），不妨设 w ' O "， 令满足 rz ' gwgn " 且使 x n < Ca 的正整数《中之最大者 

为 〆 •显然 《• < w 〃一 1，且 ：*：„• < a , X „* - H 〉<2.故；7’ > N , w " > iV ' 并且 

| JOn m ~d I 〈: TV 十！ —X w * <£• 


现取 e ,= l , N , = l ，则存在 jt ” （〜 >1) 使： r ” 一 a <1; 再取 e 2 = 


， Nz = Th ，则存在 X ’ （ ”2 〉 ”1 ) 使 


+ (« 3 〉《 2 ) 使 |: r „ 3 — a | < + ; 这样一直继续下去，则得 

{• r „} 的一个子数列 U„ 4 } ，满足 

| x„ k ~a I < C -^- (々= l ，2 r ..)， 

故即 《 是{二 } 的一个聚点，证毕. 

【137】 设数列^:丨，工 2 ，…，，…满足条件 0< j ： m + „< jc m + x „ (, m , n=l ，2，…），证 明： 存在. 

n 一 oo 7? 

证证法1: 

由于 

X n ^X n -i +JTi<X n -2 + 工 1 -\-x x ^ — ^nx x , 

故0<么<々，从而数列 I 有界，令则任给 e >0, 存在正整数 N >1 使穿 < a + e . 

n \ n ) w N 

任何正整数 《>/ V 都可表为的形式，其中 g 为正整数， r •为小于 N 的非负整数 （0< r </ V ). 

我们有 

0C n = x qN ^r^ ： x {q -i )N + +x r ^x (g -2)N +1』V +X N +X r ^---^(7X N 4-x r ^qx N H-rX] ^,qx N + Nx 〜 ， 

从而， 

£ ^ < 9£N + N £ l < ^ + N £ i < a + e + N £l> 
n n n N n n 


由此可知 + 再根据 e >0 的任意性，即得，故 Um ^ = i ^ 么， 因此， lim ^ 存在 有限. 

rt-^oo 71 n—ooTl n ^ y 行 n^oo Tt n^oo Tl 

证法 2: 

用反证法.假定 lim & 不存在，则数列至少有两个聚点 a 与6,不妨设 “<6,由于（证法1中已证) 

n-^oo Tl \ Tl j 
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0 <，<工 


( rz = l ， 2 , 


• • • 


故.根据聚点定义，存在 {a } 的两个子数列{^. }与{:^. } ，使 


lim ― 1 = a , lim ― L = b . 

i-^oo 72 1 7TI j 


任给^> 0 ,必存在正整数纟。> 1 ，使 


了 ”. 


<a + e . 


显然，当 J 充分大时( 7 〉 7 。），必％>\，此时仿证法 1 ，有不等式 （ Dr ] 表 x 的整数部分) 


崎] 


m 


•0 'Oo + V 1 


故。时) 




m 




<Ca + e + 


m 


m . 


由此可知 6=lim — + 由 e > 0 的任意性，即得 6 < a ，此与矛盾， 证毕. 

i-^oo TTlj 


【138】 证明： 若数列 ； U =1，2, …）收敛，则算术平均值数列 C = + …+心）（” =1,2,…） 


也收敛，且 


lim£L ± £L +^± £ , =limxM 

n-^oo 72 rr^oo 


逆命题不成立，举例说明. 

证明思路设 limA ^ a ， 则对任给的£〉0,存在正整数/ V ，使当 n > N 时，| « r„—a | < e •令〜 +: r 2 + 


• • • 


+ ，则 


Sn _ 十 


Sn 



x n , 1 + x n + 2 |-+ x W ( 1 _ N ) 

n ~ N n 


取 N f > N ， 使当 72>/\^时，恒有 h 




(«=1，2, 


• • • 


证 令〜 = x x + x 2 H - hx n ，则 

〜二 Sn 十 〜 一 5 N _S N I Jn-M + JN4-2 H -^ 工 ” （1 N ) 

n n n n n — N n 

因为 linn , 存在，设收敛于 a ， 则对于任给的 e 〉 0 , 存在正整数 N ， 使当 7 i > iV 时， | l — u | < e ，即 x N+1 


，…均•由此推得 + 含在 u _ e ， a + e ) 之内，即 


X,v+l +J：N + 2 H - Hx n 


n-N 


a + a 


式中 M < e . 
这样， ^ 

n 


—+ (a + a )( l - —). 由此得 

n n 


v~ a 卜卜 (l a l + 卜丨 ) f 


今取 NSN ， 使当 r2 〉 AT 时，恒有 


Ul ^ N / e 
n £ ’ n I a I + e . 


于是，当时，恒有 k-a <3 e . 
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由此可知 lim ^ =“ ，即 lim ’ 1 + rg + ••叶 ^ = \ imx n = a . 

ff-^oc 72 » Tl 




反之不然，例如，数列 4 = ( 一 1 广 + 1 (〃= 1 ， 2 ,…）是发散的，但是数列 

0 ， n 为偶数， 




71 


^为奇数 


却是收敛的. 


【139】证 明：若 lim : r „ = + oo , 则 + …+ 几 = + oo . 


w 


n 


提示同138题的思路. 

证因为 limA = + oo , 故对于任给的 A €>0, 存在正整数 N ， 使当 ? i > N 时， a >3 M •此时，仿138题的 




证明•有 


Sn 5N 1 " n _ 5N ( l - —)>^ + 3 M ( l - — 



n n 


n-N 


n 


71 


n 


N 


又因^，卜 7? 


oo )， 故可取正整数 M 〉 iV ， 使当时，恒有 


kvl ^ 


N 


71 


> 




f 是，当 ON ' 时恒有 ^> M . 由此可知 

W rt-^oo Tl rt 


Sn _ X ] + J 2 H - \- X n 


+ CO 


71 


【140】 证明： 若数列 x w (；7 =l ,2,…）收敛且 a >0, 则 lim 








证明思路由 V \ mx n = a 及了„〉0，故 当“〉0时，则 liming = ln “ ，利用]38题的 结果. 当 “ = 0 


n 

时•则 lim ( — lnA ) = + ⑺，利用139题的结果. 


证设因 x n '>0( n = \ ，2,…），故 a ^ O . 先设 a 〉0 ，则 limlno ^ = lna ，于是，利用138题的结果 


可知 


lim — ( \ nj ：\ + lnjr 2 + …+ lnj „) = \na 


« ，oo W 


由此可知 


lim ^/ x \ x 2 …了，， = lime : 


(lru, ♦ lrLr 9 + ••• + lar^ ) \ na i • 

1 2 n = e na =a = hmx n 


n 


若 “ = 0 jjlim ( — lm ,) = + oo . 利用 139 题的结果可知 




lim — ( — \ nx \ — \ nj：2 —…一 \ r \ x n ) = + oo ， 

n-^oo Tt 


山此可知 


lim ^/ jc x x 2 




1 • 一丄 （一 Inx, - Iar 0 - ••• - lnx 

lime w 1 2 w 


0 = lim : r , 


rr^oo 


证毕 


【141】证 明：若心>0(”=1，2, …）且 lim -^ 存在，则 




n 


0 C n 


证明思路令 y n = ^ M y n >0. 且 lim % 存在，设为 a . 注意到 x n = x } • — •— 

0C n rt—oo JC\ JC2 




0 C n 


，并利 


用 63 题及 140 题的结果. 


• r ”+ 


证令…），则 % >0.由假定 lim % 存在，设为 a . 利用140题的结果可知 




^rn(y x y 2 --y n -i ) n 


a 


于是， 


lim 




^ 3 ^ n 


^2 In — 


lim >7 x 7 [(: yi « y2 … H ] 


n 


n = 


1 * } • a = a= lim 


x„ 
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利用 63 题的结果. 


【142】证明 ：lim 


n 


n —♦ » 


Vri \ 


e . 


提示令^ 


n 


n 


，并利用 141 题的结果. 


证设数列： r w 


n 


n 


(n=l ，2, …），则有 


lim ^ r； - 1 = lim ( 1 + 

fi-^oc X n n-^oo 


e 


n 


利用 141 题的结果，即得 


y/n 


lim = lim 


JOn 


e, 


i-^oo X n 


【143】证明施托尔茨定 理：若 


( 1 1 >yn (”= 1 ， 2 , …）， （ 2 ) lim % = + 


(3) lim 






n -^ooy n 


yn 


存在， 


则 


1 • 了 w 1 • ^ n 

lim - lim — 

n n^^=>y n 


X 


n 


y n 


证明思路设 lim 


00 7l 






woo 3 /” 


y” 


a . 则对任给的 e > 0 , 存在正整数 N ， 使当 n > N 时，恒有 


X 


n 十 




a 


y 


y n 


< 


e 


于是 • 


了 v 


I.V + 3 — 了 V+2 




X, 


ys-^2 ~ ys+\ yN^-3 ~ ys^-2 


y 


y n 


都包含在（^― + 内，注意到 ： y 


tn 



m 


(w = 1 ， 2 ，…），得 


(cl — 去） (y.V+2 _ «y.V+l )<(V + 2 — ^N-f 1 <C ( a + ) ( yyj 


ys ^\) 


e 


— — yv+3 一 《 y.V + 2 ) <^,V 


e 


<(^ + —) ( j； N + 3 ~ yN-^-2 ) 


(“ 一 + )( ： y 出 一《 y”) 〈： n+i —x n <(a + -y )(^ n -M —y n )^ 


相加，即得 


J n + 丨 ^ N 


a 


yn 


ys 


e 


<+• 再注意到 


£n 

yn 


取 N ’> N ，使当 时，恒有 


a 


I I . V+l 


yn 


y.v+i 




Y.V 


% 


1} (^ 


a 


yn - ys ^ 


< 4 ,则可知当”〉 AT 时，恒有 


Vn 


n 

yn 


a 


<e 


证假定 lim 






n^ooy n 


yn 


a . 由此，并注意到 + 可知对于任给的£〉0,存在正整数/ V ，使当 n>N 


时.恒有 


于是•分数（当时) 


X x 


X 


n 


a 


y 


yn 


< 


e 


(且 ％> o ). 


Jv 


• r . v+i 


了 .V-2 


一 1 


0 C n 


: y‘v +2 一： y.v+i : y.v 


乂 V + 2 


y n — y n -\ y n 


yn 


都包含在 k 一令 ，〃 + |) 之内，因为，所以，这些分数的分母都是正数，于是，得 
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(“ 一 -|-)( ： y;V+2 —yN+\ )<I/V+2—l ； V/+l<(a+-|-)( ： yN+2— ： yiV+l) 

(a 一 I) ( ： y/V+3 —yN+2 ) 〈工 N+3 —^N^Z<(ci + ^r)(y N ^ 3 ―外 十 2) 


0 C 

^a — — ){ y n ^ x — ： y „)< x”+i — x n <(a + —) (^-m — y n ), 


相加之，得 


£ £ 

(a —I) (3 Vm 一 : yiv 十 1 )<x n -M — x N -M <(a+ —) (3； W+ 1 —y N ^\) 


即 a 


£ ^ 1 I/V+l 


< 


< a ++， 所以，当 ”> iV 时，恒有 


y n +\ — yN +\ 


了 n+ 1_ ^ N-\~ 1 

: y”+i — ^n-m 


<1 •另外，我们有（当 n > iV 时) 


3 ^n 


yn 


+ ( 1 - 


yv+i ) / 
yn \ 


一 IjV+1 

yn — y ^^\ 


a 


故 


x 


yn 


< 


工 N+i 一 ^yN+\ 

yn 



e 


现取正整数 N f > N ， 使当 时，恒有 


工 N+l — 1 ^ £ 


yn 


于是，当”>/^时，恒有 


yn 


<ie 


由此可知， lim 2 = a=lim 

n-*ooy n n-^ooy n 


工 ”+1 —oc n 


yn 


.证毕. 


注本题中，若将条件 （3) 换为 lim ^^ - 1 - 二 A = +oo (或一 00 )，则结论仍成立 

n -^oojy n+1 yn 




lim—=lim 


工 n+1 — 0C n 


n-^ooy n n—oo3； n +i — y n 

详见 r . m . 菲赫金哥尔茨著《微积分学教程》第一章 § 2 . 

【144】求 ：（ l ) lim # ( a > l )； (2) lim ^. 

n-^oo CL Tl 

提示利用 143 题的结果. 

解 (1) 设 x n = n 2 , y n = a n ( a > l ). PJ : y ”+ i 〉： y „ ，: y „ —+ oo ，且有 


工 n 


: y”+i ~y n 


( n ^ l ) 2 - n 2 

a n+l _ a n ~ 


2r ?+ 1 
a n ( a ~ l ) 


再设 Z =2 n + l ，34= a % 则 y n ^\>yn ^ — + °°，且有 


Ifi+1 ^ n 


yn 


y n a n (a — l ) 


0 


因而利用 143 题的结果得 lim 


2 打 +1 


n-^oo d 


0, 即 lim — 1 — Xn =0. 

n - oo3； n+ i — y n 


n 


继续利用 143 题的结果，得 lim 2 = 0, 即 lim 七 = 0. 

n-^ooy n n 一 00 Cl 

(2)设：^ =匕7?，％ 则 y n ^\> yn . 3^4 + °°，且有 


工 n+ 1 ^ 


y 7i + 1 yn 


^ = lg(l + -)-0, 


故 lim 


£n 

3^ 


lim —= 0 . 


n 


注 143 题的结果属于 O . Stolz ， 当 ： y „= rz 时，早已被 A . L . Cauchy 所证明，此结果常用于确定 “一” 型 
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的不定式 & 的极限， 144 题即是一例•应用此结果，也可证明138题及139题的结果（此结果属于柯西 


Cauchy). 事实上，令 


则 


x 


n =00\ + J2 H - \~JOn ^ 


y n — n 


lim („ = lim 


X\ + jt 2 十 …+ 了 ” 


x 


n 


I • ^ ft _ 1 • 了 fl-f 

lim — 7 — lim —厂 

x y n n 一 ^ 


X 


limx 


lim:r 


n 


n 令 oo 


: y”+i —y 


n-^oo 


【1 4 5】证 明：若 p 为正整数，则 


( 1 ) lim 


l p + 2 P + … + ” p 


n 


p 


/>+ 1 ， 


( 2 ) lim 


1^ + 2H - hrz A 


n 


p 


P 


tt) = 


(3) lim 


l p +3 p + 〜 + (2r2-l )〃 2 p 


n 


p 


/ > + 1 


提示利用 143 题的结果. 

证 （ 1 ) 令礼 = P+2 々 + … + V ， >=沪 +1 ，则 ％ — + oo, 且有 


了 ft+ 1 ^ X 


n+\) p 


Gz+l 广 


1 + 


p 


n 


1 




( 户 + 1 )n ;, + ••• 


/» + l + o ( —) 


P+1 


式屮 limd 丄 )= 0 为无穷小董，以下不再 说明. 

fi -oo y n / 


故 


1 • ^ n _ 1 • 

lim — = lim 


1 P +2 P + …+72》 


: y 


n h 


n 


p 


户 +r 


( 2 ) 令 + ，: y „ = ( p + 1 ) V ，则 ： y „+ i 〉： y ” ，： y ” — + °°，且有 


jr”+i—:r” 一 (/?+1) (”+1 ) p + 1 — (72+1 1 ] — " ” + 

«y”+i ~y n (P+1) [(” +l) p —” p ] 户（ / >+l)M— 1 + 


p( / >+1) 
2 


• • • 


馨•籲 


当” 


CO 


时， 


X 


X x 


y 


n 十 


yn 


，所以 


r x n .. / l p +2 P + … + rz 户 n \ 1 

hm — = h JS ( - ^ - 


- ♦oo ^ 


n n 


(3) 令 ； = P +3 P + … + (2”一1)% % = ，则： vvh >%， w - + oo , 且有 




x , 


(2”+l ) 广 


(2rz+l ) 户 


2 + 丄) 

n / 


p 


2 P 


yn 


yn 




(P + 1 )7〆 + 


• • • 


/ > + lH - o ( —) 


P + 1 ， 


所以， limA=li m P + 3P + ... + (2 rl) P 2P 


y 


n n 


n 


p 


p + r 


【146】 证明： 数列 a = 1 + 士 + 士 + … + 丄 一 In ” ( n = l ,2, …）收敛 


2 3 


n 


因此有公式 






n 


C+lnrz + e „ ， 


式中 C =0. 577216 …称为欧拉常数，且当 n — oo 时， 0. 


证明思路 


利用75题 （1) 的结果： 111(1 +丄)<丄，故 ln ( n + l )- lnrz < —. 分别令 n = 1，2，…， n ，将 7Z 

x n 7 n n 


个不等式相加，得 ln ( n + l)<l + 



2 3 


+ …+ 丄 • 又 ： rvM = l + 4 + 4 + …+ 


n 


2 



n 


rz + 1 


— ln ( n + 1 ) 〉 


1 


77+1 


>0.且 A — + +>0,故存在，记为 C , 其中 C 的近似值为0.577 216 ,即 1 + 
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+ 士 + … + 


3 


证 


n 


C + lrm + e " ( e „—0). 


因为 ln(l + 丄)<丄 

v n / n 


，故 ln ( w + l ) — ln ? z 〈 一，令 w = l ，2,3,…，”，得出 

n 


ln2 一 lnl<Cl ， ln3 一 ， ln4 一 ln3<C 


ln (?7+ 1) — [ n ? i < C —， 

n 


相加之，得 ln ( n + 1 ) 〈 1 + 


2 ， 了 + ...+ T . 于是’ 



A 十 


1 + 


2 3 


+ ••• + 


n 


77+1 


— ln(??+ 1 )〉 


1 


行 +1 


>0 


即 } 是一个有下界的数列.其次， 


X n —X n ^ l 


77+1 


+ ln( ” +1) — ln ” =ln ( 1 + +) _ ^ T ， 


因为一+丄)* #> ，所以 ， a —心 + 1 > 0 ,这就是说， } 又是一个单调下降的 数列. 因而存 

n^r 1 v n 7 n-^oo 


在，用 C 表示之，即 


C = lim ( 1 + —+ — H - • H - — ln ? 7 ) ， 


oo 


2 


n 


它的近似值为 0. 577216. 或表成 






n 


C + ln ;? + e w 


其中 lime ,, = 0 . 


* ) 及* * ) 利用 75 题 （1) 的结果 • 


【147】 




提示对寸及 1 + T + …+ 5 利用 146 题的结果. 


解因为 


1+ T + ". + T = c+lm7+e ” 


(1) 


i + 4"+ …+ 


2 ?? 




C + ln 2/? + £ 2 W ， 


( 2 ) 


其中（’为欧拉常数，£,,— 0 , e 2w ^0 (n 
( 2 ) 式减 （ 1 ) 式得 


土 + 击 + + A — - — +( 〜飞 ) = ln2+U —ln2 


O — oo )， 


所以 ，， U 



+1 w + 2 


+ ... + ^_) = i n2 . 


【148】 数列 aU =1，2, …）是由下列各式 


X\ = a 9 工 2 = b ， x n 


0 C n 




— 2 


2 


(” = 3,4 ,…） 


所确定.求 limx „. 




提不注意 
解由于 


b 一 a 


JCn 


(-2) w 


w w 

及 十 i = X ] (了,《十1 一^'饥)+了1 


m = 


x, 


工 n 


0C n + 1 / 1-1 


JOn 


0 C n 




b — ci 


工 i — 


— 2)"- 1 (~ 2 ) n 


一 1 


及 




，，十 1 = (1 


m 


十 l —1 


m = 


m )+ jr ,=(6- a ) 士 d ' m—i 

m = 1 



a 
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所以， limx , 


b — a +a = a -±^ 


l -(- i ) 


【149】设 a >0 和 a ( m =1，2, …）为由以下各式 


x 0 〉0 ， : r n+1 = + +^~ ) (rz = 0 ， 1，2 ，…) 


所确定的数列.求证： 


n-^oo 


提不注意工# 1 


2 




^ - 
\/ r 7 - 


i / i+i 


x x 


( f . 




)<0 


证由： T , 


V^n 


\/?7- 


+ V ^"> V ^(” = 0 ，1，2，…），则 ：r 


ri + 


工\ 



X 


,)<0 


因此 ， {a } 为单调下降的有界数列，必有极限存在.设其极限为/，则 zW ^>0, 对于等式 


X, 


(工》+亡) 


两端取极限，即得 


z= +(’+f )， 


解之得/=‘（负值不合适），故证得 lim : r „= V ^ 


【150】证明 ：由下 列各式 


X \ =a 


y \ =6 ， JTfi+i = v Jo n y 


yn 


JCn+yn 


确定的数列 A 和％(〃=1，2,…）有公共的极限 


fAa ， b ) = Yimx n = lim % (数 a 和6的算术几何平均值) 


证明思路 分两种情形 


( Da 与 b 中至少有一个为零，例如，设 a = 0. 则有心=0，％ 


yn 


(2) 设 a 关0,6关0,则必有 a >0,6>0, 不妨假定•应用数学归纳法可得 a < x n < x n+1 


证分两种情形 




( l ) a 与6中至少有一个为零，例如，设 a = 0. 则显然有 x n =0 ( n = l ，2, …）， f ，从而，递推得 



(打=1，2,…） • 


由此可知 limA =0= lim ^. 

n-^oo n-^oo 

(2) 设 a 关 0,6 关0, 这时，必须 a >0,6>0. 否则，若 以<0, 则： r 2 = #没有意义；若 a <0, 6<0, 则 x 2 = 
v ^>0, : y 2 = f <0, 从而 x 3 = v /^7 没有意义.因此，必须 a 〉0, 6>0.不妨假定由于两正数的 

等比中项不超过它们的等差中项，并且都界于原来两数之间，故有 

a ^ x 2 ^ y 2 ^ b , 由此又有 a ^ x 2 < J ： 3 ^^3 ^ 3^2 

应用数学归纳法可知一般有 

a ^ j ： n < x n+1 (w = 2,3, …）. 

故 U „} 为单调增大的有界数列，{%}为单调减小的有界数列，因此它们的极限都存在.令 lim : r n = a ， 

n-^oo n—oc 

= A 在等式: y „ +1 两端取极限，得3= +，故 a =/?， 即 lirnx n = lim ^. 

Lj n 一 00 

证毕 • 
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§ 3 . 函数的概念 

i ° 函数的概念若对于集合 U } 中的每一个 x ， 有一个确定的实数与之对应，则变量 
^称为变量 X 在所给变化域 X 上的单值函数，并记为 y = fU ). 

集合 X 称为函数 /(_ r ) 的定义域或存 在域； Y 称为这个函数的值域，在最简单的情形下，集合 X 或为开 
区间 （ a ，6): ^<1<6，或为半开区间（£^，6] : a <: r <6 或 [ a ，6) : 或为闭区间（线段 ）[ a .6] : C z <: r <6, 

其中〃和6为某实数或 符号一 oo 和 + 00( 在这种情形下，没有等号）. 

若对于 X 中的每一个值 I 有若干个值 : y = /( x ) 与之对应.则： y 称为 x 的多值函数. 

2°反函数若把 x 了解为满足方程 

f(^=y 

(式中: y 为属于函数 /( x ) 的值域 y 中之一个固定数值）的任何数值，则这个对应关系确定出在集合 Y 上的 
某函数 

• r =/ _1 (： y )， 

这个函数称为函数 /(： r ) 的反函数，这个函数一般说来是多值函数.若函数 y = /( x ) 是严格单调的，即当 x 2 
> X ! 时 ， /(A )>/(々）[或相应地 /(： r 2 )</(々）]，则反函数工二/— 1 。）为单值而且严格单调的函数 • 


求下列函数的存在域 


【151】 


1 + X * 


解当1+了关0，即 x ^-1 时，函数: y 才有意义，所以，它的存在域为（一 oo ，一 l )， （一 l ,+ oo ). 


【152】尸 


X . 


解存在域为满足不等式 3 x - x 3 ^0 的实数 I 的集合，解之，得存在域为（一〜，一 W ]，[0， W ] 


【153】 




(: r —2) 


TT 7 

1-X. 


解 


当 >0时,: V 值确定.解之，得存在域为 满足一 l <* r < l 的数: r 的集合. 


【154】 ( 1 ) y = log ( j 2 — 4) ， （2) jy = log ( x +2) + log(:r — 2). 

解 （1) 当 X 2 — 4〉0 时， ： y 值确定.解之，得存在域为 （一 oo ，_2)，（2，+ oo ). 

(2) 函数: y 由两个函数组成，其中第一个函数的存在域为 （一 2,+ 00 )，而第二个函数的存在域为 （2 
+ 00)，于是，函数^的存在域为它们的公共部分，即 （2，+ oo ). 

【155】 V sin ( V ^ r ). 

解当 sm /^>0 时，: y 值才为确定的实数.解之，得 2^7 r < V ^<(2^+ l )7 r Q = 0， l ，2, …）. 

存在域为满足不等式 4^ 2 7 r 2 < x <(2^+ l ) 2 7 r 2 (^ = 0，1，2，"《)的数的集合. 


【156】 


COSJT • 


解当 cosx 2 > 0 时， 3 /值才为确定的实数，即只要: T 满足 


■及 （4々-1)|< x 2 <(4々+1)| (々=1，2, …). 


解之，得存在域为满足不等式 


UI < 



及 


(4 是— 1)-?- ^ | x | /(4々 + 1) 


(々=1，2,…） 


的数 I 的集合. 

【157】 ： y : 


log ( sin 
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解当 sin ^>0时，: y 值确定，即只要 

X 

— 2々+1 )tc (々= 0，1，2,…）及一 （2^ + 2)7 t < C—<C — (2々 +1 )兀. 

00 X 

所以，存在域为满足不等式 ， （A = 0， l ，2, …）及 — 的数 X 的集合. 


【 158 】 


y 


sin 丌 : r 


解当： r >0 及 sinTrx 关0时，3；值确定•解之，得存在域为满足关系式： r >0， x^rz (^=1，2，".）的数1 


的集合. 


【 159 】 


3 ^=arcsin 


2x 


1 +: r . 


解当 


2x 


1 +:r 


<1时，3；值确定.解之，得 


2 




1^2 — 


1+JT 


<1 ， —3^ — 


2 


1 + 


x 


<-1 


^1 +x^2 


最后得存在域为满足不等 式一+ 的数 X 的集合. 

【 160 】 3 ^ = arccos(2sinx). 

解当 | 2 sirur | 时，: y 值确 定. 

解之，得存在域为满足不等式 |： r-^|<f (々 = 0, 士1，士2,…）的数 x 的集合 • 

【 161 】 3 ;= lg[cos(lgx)]. 

解当 cos(lgx)>0 时，: y 值确定•解之，得 (2 々一 + )7T<lgx<(2 々 + +)7T. 

从而，存在域为满足不等式 10 ( >4) K < x <10( 2 A + +) 胃 U = 0, 士1，士2,…）的数: r 的集合. 

【 162】* y= ( x — I j : I ) sin 2 tzx . 

解由于 S in 2 7U ： >0, 故仅当 simu:=0 时 y_ S i n 2 7r:r 才有意义，从而，函数： y ； 才有意义.解之，得存在域为 

x=k (是=0,士 1，士 2,…）. 

【163】 y = cot7rx arccosC 2 X ). 

解当 sinTU ： 关 0 时，第一项有意义，即 x^k (々 = 0,士 1，士 2,…）. 

当0<2^<1时，第二项有意义，即 x <0. 由此得存在域为满足关系式 x <0， x^-n („=1，2,…） 
的数 x 的集合. 

【 164 】 y— arcsin( 1 — x) + lg(lgx). 

解当 一 1<1—: r < l ， 即 0< x <2 时，第一个函数有 意义； 

当 lg * r >0, 即 x > l 时，第二个函数有意义.由此得存在域为满足不等式 l < x <2 的数 x 的集合. 

【 165 】 y=(2x)\. 

解当 2« r == w(w = 0 ，1，…）时， jy 值确定，所以，存在域为集合:0，+，1，2，~|■，…，号■，… . 

求下列函数的存在域和函数 值域： 

【 166 】 \/24~x — x z . 

解当 2 + x — : r 2 >0 时，: y 值确定.解之，得存在域为满足不等式一 l < x <2 的数: r 的集合.又因 

:>,= Vt _ ( x _ t ) 2 < y , 

所以，函数值域为满足不等式的数: y 的集合. 


43 



【 167 】 3 ； =lg(l —2cosx). 

提示由 1 — 2cos:r〉0 易得存在域 A . 注意，由 max(l — 2cosx) = 3 ， inf ( 1 — 2cosx) = 0 ， 即可求得函数 

x6A x6A 

值域. 

解 当 1 —2 COS ： T >0 时，: y 值确定.解之，得存在域为满足不等式 

2 kn -\~ Y <x<2kn ^^i (々 = 0, 士 I 士2,…） 


的数了 的集合 因为 max ( 1 — 2 cosx ) = 1 — (―2) = 3, 
所以，函数值域为满足不等式一 oo <3；< lg 3 的数: y 的集合. 


【 168 】 


3； = arccos 


1工 

lT ? - 


inf ( 1 — 2 cosx ) = 0, 

-tGA 


解 当 


2x 


l +: r 2 


<1 时，值确定，而对于一+ 来说，始终有 


2x 


1 + x 2 


<1，所以，存在域为全 


体实数所组成的集合，而函数值域为闭区间 [0,7 T ]. 


【 169 】 


3 ； = arcsin(lg ). 


解 




当 一 l < lg &< l 时，即当&<吾<10,或1<1<100时， y 值确定，且在 


丌 丌 


2 - 


上变化，所 


以，存在域为闭区间[1，100]，函数值域为 L — 」. 

【 170 】 y=(-\y. 

解 存在域为数为整数）的集合，而函数值 域为: 

: y =( — 1)%即由 一 1，1 两数组成的集合. 

【 171 】 在底 AC =6 和高 BD = / j 的三角形 ABC 中（图 1.2) 内接一 
个高 NM = x 的矩形 KXMN . 把矩形 KLMN 的周长 P 及其面积 S 表示 
为 x 的函数. 

作函数 P = P ( x ) 及 S = S (: r ) 的图像 • 

解 因为^二^ 1 ，所以， — f )• 

周长尸 =2 JJVf +2: r ， 即 P = P ( x )=2 (l — ■^)工 + 26,式中 00</ i . 


B 



C 


图 U 


当6</1时，如图 1.3 中直线段 AB 所示（不包含 A ， B 两点）. 

当 6>/ i 时，如图 1.3 中直线段 AC 所示（不包含 A ， C 两点）•其中 OA = 26， B 和 C 的坐标为 / z 和 2/ i . 



OAB. 
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【172】 在三角形 ABC 中，边 AB =6 cm ， AC =8 cm ， 角 BAC=x. 把边 BC=a 和面积 ABC = S 表示为变 
量 X 的函数.作函数 a = a ( x ) 及 S = S (: r ) 的图像. 

解利用余弦定理得三角形的边 

a= \/6 2 +8 2 —2 • 6 • Scosx = V^lOO^—^Gcosx (0<:< 丌 ) ， 

如图 1.5 所示（系一不包含 A 点及 B 点的曲线弧^). 




而三角形的面积 


S = 


6 • 8sirLr=24siixr (0<Cx<C 丌 ）. 


如图 1.6 所示（两轴单位取得不同，系一不包含 O 点及 A 点的弧 OBA ). 
【173】 在等腰梯形 ABCD 中（图 1.7)， gAD = a ， BC =6 ( a >6)， 高 
= 引直线 MN//BH.MN 与顶点 A 相距 AM = ： r ， 把图形 ABNMA 
的面积 S 表示为变量: r 的函数.作函数 S = S ( J ：) 的图像. 


提示分三种情况 求解: 


(1)0« 


a — b 







D 


解 AH 


U — 6)， 分三种情况 讨论: 


图 1.7 


(1) 当时，即线在内，此时 MN 


h a-b 


J. a jf k t _ 2 /ur 

—— ， MN = - 7 

a — b 


于是， S=+MN • x 


hx L 
a — b 


，如图 1.8 中弧 OA (系抛物线段）. 


(2) 当^+ 时，面积 


S 


a-b 


h +h ( x -^ 


X- 宁 ) 


2 


如图 1.8 中不含 A 点及23点的直线段 
(3) 当#时，面积 


s= hU^_J^^ a _ x)2=h 


a 一 b 


■ a + 6 — (a — x ) 
■ 2 a — b 


如图 1.8 中抛物线段 BC . 

图 1.8 中各点的位置如下 





图 1.8 


A (a 一 b 

A (丁， 


b h(a — b) 


) ， b( 


a + 6 / i(a + 36) 


4 


)， C ( a , 


h(a + b) 
2 


又 tana = /z. 
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【 174 】 有 2 g 质量均匀分布在 Or 轴上的闭区间 0<:r<l 上，另有 
两个质量为 lg 的质点分别位于点 x =2 和 x = 3. 

设 m ( x ) 是区间（一 c « ，: r ) 内的质量的值，求函数 

m = m(x) ( — + 

的解析表达式.并作这个函数的图像. 

解 当 一 OO < j ：<0 时，; 72(X) =0 ; 

当时，因为 1 : x = 2 : m (: r ) ，于是， 7 w (: r ) = 2 :r ; 

当 l <: r <2 时， m (: r ) = 2; 

当 2<: r <3 时， m ( x ) = 3; 

当 30< + oo 时， m ( x ) = 4. 

如图 1.9 所示. • 

【 175 】 函数： y = S grLr ， 被定 义为： 

—1 ， x<0, 

sgnjr = 0， jt = 0， 

1 ， x^>0. 

作这个函数的图像. 证明： 

I x I = xsgnx . 

解函数 sgnx 的图像如图 1. 10 所示. 

因为，当工<0时， | 1 1 = — jr = xsgnx ； 

当 x = 0 时， | J ： | =0 = xsgnjr ； 

当 ： r 〉0 时， | x | =:r = : rsgrLr . 

所以， | :r | = xsgnx . 




m 1 . 10 


【176】 函数: y =[ x ] (数: r 的整数部分）用下法 定义： 

若: r = n + r ， 式中 rz 为整数且 0< r < l ，则= 


作这个函数的图像. 

解当0：6[〜《+1)时（^2为整数）:，如图 1. 11所示 • 



图 1.11 



图 1. 12 


【177】 设：: y =7 r (: r ) ( x >0), 表示不超过数: r 的素数的数目，作这个函数在0<^<20时的图像 • 


解按题设 可知： 

当 0<: c <2 时， tt ( x ) = 0； 

当 5< x <7 时， tt ( x ) = 3； 

当 13<: r <17 时， tt ( x )=6； 
如图1.12所示. 


当 2< x <3 时，丌 ( JT ) = 1; 

当 7< x<ll 时， tt ( x ) = 4； 
当 17<: c <19 时， tc ( x ) = 7； 


当 3<: r <5 时， tt (: t ) = 2 ; 

当 ll < x <13 时， tt ( x ) = 5； 
当 19< x <20 时， tt(x)=8. 
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下列函数 y =/( I ) 把集合 K 映射成怎样的集合 E v ? 

【178】 y = x 2 , E .= {\^ xK 2 }. 

解 E ,= {1<3；<4}. 

【179】 y =\ gx , E x = {10< x <1000>. 

解 E y = {\< y < 3 }. 

【180】 y = — arccotx , E x = { — oo << x<C + °° }. 

7 T 

解 E ,= {0<3；<1 }. 

【181】 3； = cot ^, E X ={0< U |<1}. 

解 £,= { l < b |<- hoo }. 

【 182 】 3^= l-r| ,E X = U<|x|<2>. 

解 £,= {1<3<2}: 

设变量: r 遍历区间 0<: c < l ，试确定变量^所遍历的 集合: 


【183】 _y = a 十 （6 — a ) x . 

解变量 x 从 0 变至1时，^从0变至 6. 

于是，变量: V 的变化区间为 a <： y <6( 当 a <6) 或 6<： y < a (当 b < a ). 

【184】 3^=^. 

解当1从0变至1时，3；从1变至正无穷大.于是 O 的变化区间为+ 


【185】 




x 


2 x-Y 


解 ）= 7 + 


2 2 2^-T 


当 x 从0变至 +，：y 从0变至负无 穷大； 当从+变至1时，: V 从正无穷大变至1.于是 ，: y 的变化区间 


为 一 oo <3；<；0， 1<3 ,< ^ + °°* 


【186】夕二 V X — x 1 . 


解 


y 





当 


X 




2 


时 




(最大值）；由于 J ： 趋于0时，趋于0,而: y >0, 从而: y =0 是变量: y 的下 确界. 于是， 


: V 的变化区间为 0<： y <+ . 

【187】 3/ = COtTCJ . 

解当 X 从0变至1时•变量: V 从 + oo 变至一 oo . 于是， 变量: y 的变化区间为 一 ^<3；< + 


【188】 ：y = : r +[2 i ]. 


解 


当 X 从0变至+时 ，_ y 从0变至+;当 


X 


从 


变至1时，: V 从 j 变至2.于是，: y 的变化区间为0<3； 


<T ， T <3，<2 * 

【189】设 /( x )= x 4 -6 x 3 - Mlx 2 -6 x ,# /(0)，/(1)，/(2)，/(3)，/(4). 

解因为 /(: r )=: r (: r — l )( a :_2)(: r — 3)，所以，/(0) = /(1)=/(2) = /(3)=0，/(4) = 24. 
【 190 】 设 / U ) = lgx 2 , 求 /( — 1)，/( — 0.001),/(100). 

解 /(- l ) = lgl = 0； /(-0.001) = IgO . 000001 = -6； /(100) = lgl 0000 = 4. 

【191】设 /( x ) = l + [: r ]， 求 /(0. 9) ，/(()• 99) ，/(()• 999) ，/(1). 
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解 /( O . 9)=/(0. 99)=/(0. 999) = 1， /(1) = 2. 

f l +: r ， 一 , 

【192】 设 fU )={ 求 /( — 2)，/( — l )，/(0)，/( l )，/(2). 

1 2 X , 00< + oo ， 

解 /( —2) = 1 —2= — 1， /( —1) = 1 — 1 = 0， /(0) = 1 + 0 = 1，/(1) = 2 1 =2, 
【193】 设 /( 工)=|^， 求 /(0) ， / (— x),/(x+l),/(:c) + l ， /(+) ， j^. 


解 /(0) = 1， 




/(-x) 


1 + x 




x 


f(x) + 1 


l-x 

1 


+ 1 


1 + x 


/(2) = 2 2 =4. 



/(x) 


1 — 1 +JT 

1- X = 1 -X 
1 +JT 


【194】 设 （ l)/(:r) =:r 一 : r 3 ; (2)/(x) = sin —； (3)/(x) = (x+ |x| )(l~x). 

00 

求满足以下各式的 I 值 ：（j )/( x ) = o ； (ij )/( x )>0； (iii )/( x )<0. 

解 （1)( j ): c — x 3 =0, 所以，: c =0 ，l 及 一1. 

(ii ) x —: r 3 〉0， 即 ： r(l — X ) ( l + x )〉0, 所以， 一 oo <: c <—1 和 0< x < l . 

(iii ) 工（ 1-1)(1+1)<0, 所以， 一 l<Cr<0 和 l <: r < + oo. 

(2)( j )sin 丄 = 0, 则 I = 々 tt (々 = 士 1 ，士 2^“ ），所以，了 = 士（々 = 士 1 ，士 2〆"）. 

X X k 


(" ) sin l > 0 , 则 2 〜< l < ( 2 々 +1)7r 和一 （ 2 々 + 2 ) 兀 < l <— ( 2 々 + 1 ) 兀，所以， 


2々+1 


<x< Tk ~ 


2々+1 


o<- 


2々+ 2 


(々= 0，1，2，.“） 


(ijj) S i n f<0_(2 々 +lh<f<(2 々 + 2)4-(2 々 +lh<f<-2h (々 = 0 ， l ， 2,".h^^ 


2々+ 2 


<x< 


1 


2々+1 


和 


2 k 、 工、 


2々+1 


(々= 0,1，2,…）， 


(3)( j )(:r+ | :c | )(1 —jc)==0, 则： r<0 和 ： r=l. 

(jj ) 因为 1 + U I >0, 所以， 1 —x>0, 即 x<\. 而由 /(:r)>0, 得 x+ I r I >0, 即 x>0. 

总之，当 （ Xx^l 时， （ x + I x I ) (1 — x )>0. 

(iii )(X+ Ul )(1—x)<0 .首先 ， : r>0, 否则 x+ Ix| =0 .其次，应有 1_ ： T<0, 所以， x 〉 l ， 此即所求之解. 
【195】 设 （ l)/(:r)=ai+6 ; (2)/(x)=x 2 ; (3)/(:r)=a' 求 y (:r)= 办王土 7 ^ 二 ， ( 了 ） • 


解 


(l)cp(x) 


a ( x ^ h ) + 办 一 iax -\- b ) 

h 


a 



i 2 ) cpU ) 


( x +/ l ) 2 一 X 1 

h 


2jt+/z 


(3)cp(x) 


a 


J ^ f/i 


a 


h _ 


i 


h 


a 


h 


【196】设 fix ) = ax l + 6: r + c ， 证明： /( x +3) — 3/(: r +2) +3/( x + 1) —/( x )=0. 

证 /( x +3)-3/( x - f 2)+3/( x + l )-/( x ) 

= a(x + 3) 2 +6(x+3) +c — 3[a(:r+2) 2 +6(:r + 2) +c] + 3[a(x+l) 2 +6(x+ 1) + c] — (ax 2 +6:r+c) 
= ax 2 +6ax+9a + 6x+36+c —— ?>ax 2 —— \ 2ax —— 12a —— 3bx —— 6b —— 3c-\~3ax 2 +6ax+3a + 36+3c 

— ax 1 — bx — c 
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= 0 , 


于是， /( x +3) — 3 /( x +2) + 3 /( x +1) — f ( x )= 0 . 

【197】若/(0) = _2，/(3) = 5,求线性 函数： /( x )= a : r +6./( l ) 及 /(2) 等于什么（线性插值法）？ 

解因为 /(0) = 6=—2及 /(3) = 3 a + 6=5, 所以 ， a = b =~ 2 . 

于是，所求的线性函数为 /(： r ) = 2,且 /( l ) = y , /(2) = -|-. 

【198】若 /( — 2)=0, /(0) = 1, /(1) = 5•求二次有理 函数： /(： r ) = 訂 2 +6 x + C ./( —1) 及 /(0. 5) 等 
于什么（二次插值法）？ 

解因为 /(_2) = 4 a —26+ c =0, /(0)= c = l , /( 1 ) + 5，所以 ， a = ， b =^~, c = l . 

o o 

于是，所求的二次有理函数为 / U ) = -^ r 2 +^ r + l ， 且 /(—.1) = — +，/(0.5) = || = 2 

【199】设/(_1)=0, /(0) = 2, /(1) = 一3, /(2) = 5.求三次有理 函数： /(1)=^/+心 2 +6^+义 

解因为 /( — l ) = _ a +6— c + d /=0，/(0)= d =2，/( l )= fl +6+ c + d = —3，/(2) = 8 a + 46+2 c + d =5， 

_ 10 7 _ 29 ,_ 0 * 

所以 ， （2 -— 9 b — — — j c — — — » d — 2. 

于是，所求的三次有理函数为 /(^) = y ^ 3 - yx 2 - yx - h 2. 

【200】设 /(0) = 15, /(2) = 30, /(4) = 90,求形为 fix)=a + bc x 的函数 • 

解因为 /(0)= a +6=15,/(2)= a +6 c 2 =30, /(4 )=a + 6 c 4 = 90,所以 ， a =10, 6=5, c =2( — 2不适合）. 
于是，所求的函数为 /(: r ) = 10 + 5 • 2' 

【201】 证明： 对于线性函数 /(： r )= a > r +6, 若自变量的值 :t = : c „( m =1，2, …）组成等差数列，则对应的 
函数值 ％=/( x „)( n = l ,2, …）也组成等差数列. 

提示利用等差数列的定义. 

证设数列：1：„(72=1，2，".）为：1： 1 ，Xi +6/，：^ + 23，：^ +3 J ， …， JT! +( W — 1)3,…其中 为公差 • 

于是， 

y n ~ y n - 1 = ( ax n +6) —— ( ax n -i ~\~ b ) = { a \_ x \ { n ~ \ ) d ^~\~ b } — { a[xi -^r {n — 2 ) d ^-\~ b } = ad ^ 

由于 ad 为一常数，所以，数 列: 也组成等差数列. 

【202】 证明： 对于指数函数/(1)=/(^〉0)，若自变量的值工=：^(71=1，2,"*)组成等差数列，则对应 
的函数值％ = /(心）（72=1，2,…）组成等比 数列. 

证因为 4—:^-,= A 所以， 

y n iy n -\ — a n ： a x " -1 = 〆 ”—= a d , 

由于 V 为一常数，于是，函数值％ = /(心）组成等比数列. 

【203】设当 0< M <1 时函数 / U ) 有定义，求下列函数的定 义域： 

( 1 ) /( sinx )+; (2)/( lnx )； (3) + /(^). 

JO 

解 （1) 因为 0< sin : r < l ， 所以， 

2 kTz < x < n J r 2 kvi (々 = 0 ， 士 1 , 士2 ， …）且 (灸= 0 ， 土 1 , 士2 ， …）； 

(2) 因为 0< lru :< l ， 所以， l < Cr < e; . 

(3) 因为 0< Ld < l ， 所以，: r>l 且 : U = 2,3,4, …）. 

X 

【204】设 /(: r ) = ~|-(^+ a - z ) U 〉0) •证 明： /( x +： y )+/(: r -： y ) = 2/(: r ) • fdy ). 

证 /( x + 3 /) +/( x — 3 ；) = -|-( a x+：y -\- a ^ x ~ y ')-\--^-( a x ~ y ~\~a x+y ) 
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= -^-(a l • a y -\~a 


a v ) + -7T (a r • a y a 


u y ) 


a x (a y -\-cr y )-^-7ra~ x (a~ y -\-a y ) 


(a r -\~a~ r )(a y ~{~a~ y ) = 2 fix) f(y )， 

L 

于是， /( 工 +30 + / ( 工 一： y) = 2/(x)/( ： y). 

【205】 设 /(:r)+/( ： y)=/(z ) •求出 z ， 若 : 


(l)f(x)=ax ； (2)/U) 


X 


(3)/(x) = arctan:r ( | jt | <1) ； (4)/(x) = lg 


1 + 


x 


1-^ 


提示 （ 3) 由 arctan^ + arctanj; = arctan 2 ： 可得 arctan 


x^\~y 

^~Joy 


arctanz. 


解 （ 1 )/.(:r) +/( 3 ；) =“j ： + “ 3 ； = a(:r + 3 ； ) ， /(z)=“z ， 由 /(:r)+/( 3 ；) = /(z) 得 2 ： = :r + 3 ；. 


由 1 + 


⑵由令十 » 念 . 


r I jr —I — a; 

(3 ) 由 arctanj' + arctanv=arctan 2 ： % arctan -- = arctanz 所以，之 = ：； - 

1 一 xy 1 — xy 


⑷由 lg 


\— X 1 — 3 ； 1—2 ： Cl—0:)(1— 3 ；) 1—2 ： 1 -rxy 


求 ©[^( o ：)] ,0[0(- r )]，9?[0( x)]S 9( 工)]，设 


【206】 cpix 、 = oc z 及 0( x ) = 2 X . 

解 <p[cp(^)Ji = (x 2 ) 2 =x A ； (pl<p(x)'] = (2 l ) 2 = 2 2r ； 0 [ 0 (x)] = 2 (：>r 


0[^( x )] = 2 


【207】 cp(x) = sgn:r 及 0( JT) 


X 


解 (f[ (p(j，）] = sgn(sgn^) = sgnx ； 0 [ 0 (x)]= 


x (x9^0 )； 


x 


cp\_i}jix)~\ = sgn ( ~ ) = Sgnx ( ； 4 [ 9 ( 了 )] = ^^ 


■ ■— 


sgnjr (x^O) 


【208】 cp(x) 


0， 

x ^ : r >0. 


及 ip(x) 


0, 


x 


: r <0 ， 
x >0. 


解 cp\_cp(,x)~\ = cp(,x) ; 0[0(j)] = O ( 因为一 : r 2 <0); ^[0(x)] = O; ^[ 9 (x)] = 0(x) 


【209】 设 f(x) = 


1 一 


x 


，求 /[/( ： r)] ， /{/[/(x)]}. 


解 /[/( 工 ）]= 


1- 


1- 


x 


(X 关 o); / {/ [/(x)]} 


1 


\-X 


卜（卜士) 


X 、 


【210】 设 / ； (: r)= /{/ [… /G ， )]}, • 若 /(x) 


X 


«次 


\/ 1 + X 2 


，求 /n(^). 


提示 利由数学归纳法易得 fAx ) 


X 


vl + 


(7/6 N). 


解当 n = 2 时， / 2 U) 


x 




v 1 + 2:r: 


设对于 ”= 々时，有 /*( x ) 


X 




v 1 ~\~kx 2 


，则对于 n = k-\-l 时，有 


x 


( 工） 


v 1 -\~kx 2 


X 



1 + 


X 


\/l + (々+ l ) 工 


1 -\- kx 2 


从而，由数学归纳法知，对于任何正整数〃，有 /,( x ) 


JT 


V 1 + 


nx 
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【 211 】 设 /(x+l)=«r 2 —3:c+2 , 求 fU). 

解因为 /(x+l) = (<r+l) 2 —5(x+l) + 6, 于是， /(:r)=:r 2 —5x+6. 

【 212 】 设 /(x+ 丄） =/+ 矣， (| 心 2 )， 求 /(x). 

OC 

解因为 /(x+ 士 )=(x+ 士 ) 2 _2 ，于是 /(x)=x z -2. 

【 213 】 设 /( 丄 ) =:r+ yiT? - (: r>0 )， 求 fix). 

JO 

解因为 /( 丄 )= 1 卞>( 1 _ ^ _ ( 王 j_ ， 于是， 土 

X 

证明： 下列各函数在所给区间内是单调增函数. 

【 214 】 f(x)=x 2 (0<x< + oo). 

证当时（其中 XPX2 为任意两点，下同）， 

f{x 2 ) —/(xi ')=x\ —x\ = (x 2 — Xi ) (x 2 +Xi ) 〉 0 ， 

于是， /(X)=x 2 在 0<:r< + oo 内是单调增函数 . 

【 215 】 /(j：) = sinx( — ). 

证当一 <:c 2 <~| ■ 时，因为 

7T -2- 1 I 工 2 7T tt r\ *^-2 7T 

_ T<— 及 <1 ， 

所以 ， cos ^^>0 及 sin ^^^->0. 

又因 

/( 工 2 ) - /( 工 1 ) = sirLr 2 — siru：i =2cos Xl : 工 1 sin Xz ^ 〉 0 ， 

所以， /(x) = S irLr 在 ■ 内是单调增 函数 . 

【 216 】 /(x) = taru: ( — ) . 

、了 广, 、 r/ 、 sirur 2 sinx\ sin:r 2 cosjci 一 cos:r 2 siruri sin(x 2 — Xi) 

证 /( 工 2 ) — / ( 工 l ) = tano: 2 — taru^ = -—-=-=- 

COSJT2 COSXi COSXi COSJT2 COSJCi • COSX 2 

当 一 : r 2 <"| ■• 时 ,cosxi >0, cos ： T 2 〉 0 及 sin (: r 2 —: n ) 〉 0 ,从而可知 

/(x 2 ) ~ /(xi ) 〉 0 ， 

所以， /(:r) = t a ar 在一 jCxCf 内是单调增函数 . 

【 217 】 /(x) = 2:r+sirLr ( — oo<:r< + oo). 

提示注意不等式 | sinx 2 --siari | ^ | x 2 — Xi | ，即易获证 . 

证 /( 工 2 ) — /( 工 1 ) = 2{x 2 — x\ ) + sinr 2 — siari ， 

因为 


• • 

_ _ 0 

X \ + X 2 


• x 2 — Xi 

<2 

工 2 *^i 

<2 

工 1 一工 1 



smx 2 — sinri 

—L 

cos 2 


sm 2 

sm 2 

2 


工 2 —工 1 


所以，当 Xi <: r 2 时，有 

— ( 工 2 — 工1 )^sir\x 2 —sinx] ^ ： x 2 ~x\. 


从而， 
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2(jt 2 — X\ ) + sirur 2 — s\nj：i >2(x 2 — Xi ) 一 Cx 2 — x\)=x 2 一 jti 〉0 
即 /( ： r 2 ) —/(:^ )〉0 ，于是， /(x) = 2x+siiLr 在 一 oo<:r< + oo 内是单调增函数. 

证明： 下列各函数在所给区间内是单调减函数. 


【218】 fU ) 




(― °°< x <0). 


证 f { x 2 ) — fix \) = (, x 2 — x x ){ x 2 ^ rx \ XO ( xi <: r 2 〈0) ， 于是， /( jt ) =: r 2 在 一 oo <: r <0 内是单调减 


函数. 


【219】 f ( x ) = cosx 

证 /(Xi ) _ /(-Ti ) = cosa ：2 _ cosxi = — 2sin 子 2 sin °° 2 


当 0 <Cxi < Cx 2 < C 7 u 时， 


OC ^^ Ctt 及0<包^»<4 


于是， sin sin ^^>0, 从而， 


/( J ：2 ) — /( X ] )<0 


即 /( x ) = COS ^ r 在内是单调减函数 


【220】 /( x)=cotx (00<丌）. 


证 f ( x 2 )- fU l ) 




cosx 2 cosxi 


sim 2 sinji 


cosjt 2 sinjr 


—cosxi sinj：2 sin(xi — x 2 


sinjri S11U2 


sinxi • siru：2 


<0 


(当0<4<了 2 <71 时）， 


于是， /(l)=COtr 在 0<JT<7T 内是单调减函数 
【221】 研究下列函数的单 调性： 


(\) f ( x )= ax + b ； 


(4)/( x ) 


ax + b 
cx ^ rd " 


(2) f ( x )= ax 2 +6 :r + c 

(5)/( x)=〆 ( a >0) 


(3)/( x)=x 


解题思路 （1) 应就 a >0 及 a <0 分别加以讨论. 


(2) 注意 /( x )= a ( x +^) 


6 \ 2 , 4 ac — 6: 


4 a 


，并就 a >0 及 a <0 分别加以讨论 


6-— a 

(4) 若 r = 0, 仿 （1). 若 c 关0, 不妨设 c 〉0, 注意 fU ) = — -\ - ( T ~ T ，并就 cic / — bc >0 及 ac / — b C <0 分别 


c 


cx^rd 


加以讨论. 


(5) 就 0< a<l 及 a > l 分 别加以 讨论. 

解 （1)对于4 0 2 ,有 /(: r 2 )— /(:.当 a >0 时，它大 于零； 当 a <0 时，它小于零.所 
以，当 a >0 时， /( or ) 是增函数；当 a <0 时， /( x ) 是减函数. 

b \ 2 , iac — b 2 


(2)/( x )= a ( x +^) + 


4 a 


(i )当“〉0时，图像呈凹形，顶点在(一去， 


b b 2 ~4 ac 


). 于是，在 一 oo <： r <_& 内，函数单调下降，在 


4 a 


— &0< + °°，函数单调上升. 


(H ) 当 a <0 时，图像呈凸状.于是，在 一 m < Cr < — &内函数单调增加，而在一&<>< + ^内函数单 


调减小. 

(3)/( x 2 ) — /( j ：! ) = X2 — X ] = ( J：2 — Xi ) ( j：2 + X1X2 + X ? )>0 (:^〉：*：!).于是， /( JT ) = ： r 3 在 一 OQ <： T < 
+ CX3 内单调增加 • 
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( 4 )/(x) = 


ax-^rb 

cx^Yd 



b—a 



c 


cx 




，其中 c •关0,若 c *=0, 则同 （1) 一样讨论.下面不妨就 c >0 讨论其增减性. 


⑴当 时，若 X 值单调增加，则 /U) 值减小•所以， /(:r) 在 ( 一 oo ，一 f ) 及 ( 一 + ， +00) 内减小. 
(D 当时，若: r 值单调增加，则 /Cr) 值也增加.所以， /U) 在 ( 一 oo ，一 ！) 及 ( 一义， +00) 内增加. 


( 5 )/(x 2 ) 一 /( 工 1 )=a x 2 一 〆 ！ ， 若 jt 2 〉 工 1 ， 贝！1 

当 0< a<l 时， /( X 2 )— /(々）<()，此时 /(1)在 一 00<：*：< + 00内减小. 
当 a〉l 时 ， fixz )— f { x \ )〉0，此时，/( 1 )在一 00 <:?:< + 00内增加. 
【222】不等式能否逐项取对数？ 


提示应对底大于1及底介于0与1之间分别 讨论. 

解不一定可以，当底大于1时才可以.因为对于对数函数当底大于1时为单调增函数.若底介于0与 


1之间，则为单调减函数，所以，此时就不能逐项取对数. 


则 


【223】设 9 (工），中 Um /(： r ) 为单调增函数.证 明：若 


]</[/( J ：)]<0[0( J ：)]. 

提示利用函数单调性的定义. 

证设 X 。为三个函数公共域内的任一点，则 

<p(x 0 )^/(x 0 )^0(x o ). 

由 （1) 以及函数 /(: r ) 的单调增加性知 


/[99(: r 。）]</[/(: r 。）] ， cplcpixo )]< / )] ； 

从而彳 0 (工。）]</[/(： 1 ：。）]. 同理，可证 /[/( X 。）：^^ 〆 :*:。）]， 由 X 。 的任意性，于是，（ 2 )式得证 • 


( 1 ) 

( 2 ) 


求反函数 1=9(30 和它的存在域 ，若: 


【 224 】： y=2:r + 3 (-oo<x< + oo). 

解 X=^-^-, —00<-y< + 00. 

【 225 】 y = x z . 

(1 ) ( — OO< ； x^0) ； (2) (0^X<CH~Oo). 

解 （ l):r=—0^jy<C + °° ; {2)x=yfy , + 

【 226 】 (x^-1). 

解 由于 : y + x ： y = l —: c ， 解出 JT 得反函数 3； 声 一1. 

【 227 】 3/=/!^". 

(1)( —«0); (2)(0«1). 

解 （ l):r=— y/\ — y z ， 0 ^ 3 /^ 1 ； (2)x= y/\ 一 y 2 ， 

【 228 】 — (— oo<j：< + oo). 

解 由于 — ，即 

(e J ) 2 — 2ye x — 1 = 0 ， 

解出 # 后两端再取对数，即得 


jr = arshj ;= ln ( jy + +： y 2 ) ， ( — 
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【 229 】 jy = tkr ， 式中 tkr 


e x — e 


一 ： r 


: x + e ^ 


(—CXD<X<C + 00 ). 


解由于 : y 


e x — e 


e J +e 一 i ( e x ) 2 + l 




x=arthjy 




l < y < l . 


【 230 】 



— oo<x<l ， 
l < x <4, 

4<x< + oo. 


— °°<^<1 ^ 


解 x = ^^fy » l <： y <16, 

l \og 2 y, 16<^< + oo. 

【 231 】 设函数 / Cr ) 定义于对称区间 （一 M ) 中，若 /(—: r )=/( x )， 则称 /( z ) 为偶函数，若 fH 三 
一 / U )， 则称 / Cr ) 为奇函数. 

确定下列函数中哪些是偶函数，哪些是奇函数： 


( 1 ) /( x ) = 3 x - x 3 ; (2)/( x )= >( 卜: r ) 2 + ^(1+ x ) 2 ; (3)/( x )= a "+ a ""( a >0)； 

(4)/( x ) = ln |^； (5)/( x ) = ln ( x + / IT ?). 

解 （ 1)/( — :r) = —3jr+:r 3 E —/(j ： ) ，故为奇函数 . 

(2) /(- x )= ^(1+ x ) 2 + 夕 (1— x ) 2 三/(工），故为偶函数. 

(3) /( — x )= a i +/=/(: c ) ，故为偶函数. 

(4) /( — x ) = ln —/( a :)， 故为奇 函数. 


(5)/( — x ) = ln ( — x + \/ l + 工 2 ) = In 


1 


x+ vl-Kr 1 


— ln ( x + vl + x 2 ) = —/( x ) ，故为奇函数 • 


【 232 】 证 明：定 义于对称区间 （一 Z ， Z ) 内的任何函数 /(: r ) 可以表示为偶函数与奇函数之和的形式 


证明思路 注意，当 一 Z < x < Z 时，有 fU ) 


/( x )+/(~ x ) 

2 



/( x )-/(- x ) 


，命题即易获证. 


而 


证因为 

/( x )+/(~ x ) 

2 


/(x) = 


fix) + /( — x),/(x) —/(—x) 



为偶函数， 




2 


为奇函数，于是，本题得证. 


【 233 】 若存在数 T >0( 函数的周期 


在广义的意义上）使定义于集合 E 的函数 /( x ) 满足等式 


/(: r ±： r )=/(: r ) ( j 6 E ) 


则函数 /( z ) 称为周期函数. 


说明下列函数中哪些是周期函数，并求它们的最小周期 


( 1 ) J \ x ) = AcosA-r + BsinAx ； 


(2) f ( x ) = sin : r + — sin 2 x + — sin 3 x ； 


(3)/( x ) 


x x 

2 tan — — 3 tan — 


(4) /( x ) = sin 2 X ； 


(5)/( x ) = sinx 2 ； 

(7) f ( x ) = tan yfx ； 

提示 （5) 用反证法•设 sin (: c + a ) 2 = sirLr : 
解对于 （1)， 由于 


(6) fix ) = v tarur ; 

(8)/( x ) = siru : + sin ( x \/2^) 


/( ) = AcosA ( x +^ ) +BsinA ( x -|-^ ) =>\ cosA:c + _ BsinA:r = /(: r ) 


2丌 


2 丌 
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故为周期函数，最小周期为 T=y ( A >0). 同理 可证： （2)、（3)、（4)和 （6) 也是周期函数，最小周期分别为 


27 r 、67 r 、7 T 和 I 对于（5)，若周期为“，即 sin(x + a ) 2 = W 2 . 令 i =0 即得“ =士 (奶为某正整数），代 

入，又令 : r = v ^ T ， 易得 sin (2 Wm 7 r )=0 .但 2 V 2 m 显然不是整数，得到矛盾.于是， sini 2 不是周期函数， 
同理， （7) 和 （8) 也不是周期函数. 

【 234 】 证明 ：对于 狄利克雷函数 





I 为有理数， 


: r 为无理数， 


任何有理数皆为其周期. 

证设/为任一有理数，则当: r 为有理数时，也为有理数.若: r 为无理数，则 x+L 也为无理数，所以, 


^( a *+/) = 



• r 为有理数， 
• r 为无理数. 


即 X U + L )= X U ) U 为周期. 

【 235 】 证明 ：定义 于共同的集合且周期是可公度的两个周期函数之和及其乘积也是周期函数. 

证明思路 设 / Jx ) 及 / 2 (: r ) 为定义在集合 A 上的周期函数，: n 及： T 2 分别为它们的周期.又设7'为 
丁！及 t 2 的公约数，即7^=17, * r 2 = h ： r ， 其中々，，々 2 为正整数.于是， 

fi (x~hk 2 T 1 )=/ 1 (x), f 2 (x-hki T 2 )=/ 2 Cr). 

易证々〗々 2 了为 /i ( I )+/ 2 ( JT ) 及 /i ( x ) /2(： r ) 的周期. 

证设 f'um / 2 (* r ) 为定义在集合 A 上的周期函数 ， T , 及 T 2 分别为它们的周期.又设 T 为1\及 
了 2 的公约数，即 丁'=丁卜， T 2 = 7 l ， 其中 k ,, k 2 为正整数.于是， 

/i (.jc-\~k 2 Ti ) = /i ( x ) , f z {x-\-k x T 2 ) = fz (x). 


设 


F 1 (x) = f l (x) + / 2 (x), F 2 (x) = /, (x)/ 2 (x), 

可以 证明： 々 A 丁分别是/^(: r ) 和 F 2 (: r ) 的周期.事实上，我们有 

Fi (x~hkik 2 T) = fi ix-\-k\k 2 T)-\- f2(x-\~k\k2 T) = /j (x)-h / 2 (x) = Fj (x). 

F z (jc-\-k] k z T) =/i (jc-\~k ] k 2 T) f 2 k 2 T) = /i (x) f 2 (x) = F 2 (x). 

从而，本题得证. 

【 236 】 证明： 若函数 /( i ) (一 oo <： r < + cxO 满足等式 /(« r + T )= A /(： c )， 式中6和了为正的常数，则 
/(•^二 〆〆 ：!：），式中 a 为常数，而 cpU ) 为以 了为周期的 函数. 

提示利用周期函数的定义. 


证由假定々〉0，了>0,令“=蚪〉0,则 a T = k . 于是有 f ( x -\~ T )= a T f ( x ). 

今定义函数如 下： 〆 : r )= a - V (: r ). 易知 p (: r ) 是周期为了的函数.事实上， 

^( x + T )= a ' u+T> /( x + T ) ~ T a T f ( x )= a ~ x f ( x )=( pU ). 

于是，/(尤）=^>(: c )， 其中 0： r ) 是周期为： T 的函数.证毕. 


§4. 函数的图像表示法 

1°要作函数: y = /(： r ) 的图像可按以下方式进行：（1)确定函数的存在域 {_ r } ; (2) 从 X 中选出充分 
密集的自变量值 A ，: r 2 ，…，与相应函数值组成对应数值表 

yi = (£= l ，2""， n ); 

(3) 在坐标平面 ary 上绘出一系列的点 ( I ,，％ ) G =1，2, …，幻并用线把它们连接起来，连线时应考虑中 
间各点的位置对曲线形状的影响. 

2°为了得到函数的正确图像，应当研究这个函数的一般性质. 
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首先必须 ：（1) 解方程 /(^)=0, 求出函数图像与 Cb : 轴的交点（函数的零 点）； （2) 确定函数为正或为负 
时自变量的变 化域； （3) 若有可能，说明函 数单调 （增或减） 区间； （4) 研究当自变量无限趋于函数存在域边界 
点时函数的情况. 

这一节里要假定读者已经知道最简单的初等函数的性质，如幂函数、指数函数、三角函数等. 

利用这些性质，不用作大量的计算工作，立即可以画出许多函数的草图，其他的图像有时就是这些最简 
单图像的组合（和或乘积等等）. 

【237】作出线性齐次函数 ：y = a : r 当 a =0, +，1，2，一1 时的图像. 

解如图 1. 13所示. 



图 1. 13 图 1. 14 


【238】作出线性函数 y = 当6 = 0，1，2, 一 1时的图像. 

解如图 1. 14所示. 

【239】作出线性函数的 图像： 

(1)》=2: + 3; (2 )y = 2~0. lx ; (3)： y =- f - l . 

解如图 1. 15所示. 



图 1. 15 图 1. 16 

【240】铁的线性膨胀系数 a =1.2 X 10— 6 . 在适当的尺度下作出函数 

Z = /(T) (-40°<T<100°) 

的图像，其中 了 表温度（以度计），/表当温度为了时铁棒的长.已知当： T =0° 时， Z =100 cm . 

解铁棒的长与温度的关系为 /=/ 0 (l+aT). 

当 T =0 时， Z =100, 代入上式得 Z 0 =100. 于是， Z =100(1 + 1.2 X 10— 6 了)，如图 1. 16所示（两轴单位不 同）. 
【241】二质点沿数轴运动，第一质点在初始时刻^ = 0时位于原点左方 20 m 处，其速度为 ^=10 m / s ； 
第二质点在^ = 0时位于原点 O 右方 30 m 处，其速度为 w = _20 m / S . 作出此二点运动方程的图像并求它们 
相遇的时刻和位置. 

解二质点运动方程的位移5与时间 f 的关系分别为 

5=10^—20, 5= —20r+30, 
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如图 1.17 所示.解上述方程，得 



即在运动开始后1 js ， 在 Of 轴之下方3 处相遇，如图中点 P 所示. 



图 1.17 



图 1. 18 


【242】 作出二次有理函数的图像 （抛物 线）： 

( l)：y = a : r 2 ，当 1，, 2, —1; (2)_ y = (x — x 。 ） 2 ，当： r 。 = 0，1，2，— 1 ； 

(3 )：y = : c 2 + c ， 当 c = 0, 1，2, -1. 

解 U ) 如图 1.18 所示. （2) 如图 1.19 所示. （3) 如图1.20所示. 



m 1. 19 图 1. 20 


【243】 把二次三项式3/ = tr 2 +^ r + c 化为下面的形状 




jy 0 +a(x~x 0 ) 


再作出它的图像，研究 例子: 


( 1 )^ = 8^ _ 2 x 2 ； (2 )y = x 2 +3: r +2; (3) jy = — oo l +2 x 一 1 ； (4)3； 




x 2 +工+ 1. 


解 利用配方法得 


MO + 


b \ 2 , Aac — b 2 


4 a 


yo + a ( j ：— x 0 ) 


其中' ^ —去’ 如图 L 21 所示. 
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y = y 0 +a(x-x 0 ) 2 




X 


图 1. 21 



(\)y = 8 x — 2 x z =8 —2( x —2 ) 2 , 工。=2， 3 ；。= 8 ， a = — 2,如图 1. 22 所示，顶点 A (2，8). 

(2 )y = x 2 —3 x +2= (: r — 音）一 = ■，: yo = — 如图 1.23 所示，顶点 B (音，一 +). 




(3) ^= — oc 2 +2x— 1 = — (x—l) 2 ,x 0 = 1 f : yo=0，a= — 1，如图 1. 24 所示，顶点 C(1，0). 

(4) ： y=+:r 2 +x+l = + (:r+l) 2 ++ ， :r 0 = — 1 ，： y 0 = +， a = \' 

如图 1.25 所示，顶点 D(-l,y). 



图 1.25 


【244】质点以初速度 iA > = 600 m/ S 沿与水平面成角 a = 45°的方向射出.作出运动轨迹的图像，并求最 
大上升高度及射程（取 g ^ lOm / s 2 ，不计空气阻力）. 


解运动轨迹方程为 


3 ； = xtana 




2x4 cos 2 a 


以 v 0 =600, g = 10, a = 45° 代入得: y = :r 


x 


36000 


，即 


y 


36000 


( x -18000) 2 +9000. 



当 x = 18000 时，: y 值最大，最大上升高度为 9000 m ； 图 1.26 

当 x =36000 时，: y = 0, 即射程为 36000 m . 如图 1. 26所示 • 
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作出下列高于二次的有理函数的 图像: 

【 245 】 y=x 3 ^-\ 

解如图 1.27 所示. 




图 1.27 图 1.28 

【 246 】 y={\-x 2 )(,2~\-x). 

解当 1= 士 1，一2时，: y = 0; 当： r < — 2及 一 1<1<1 时，: y >0; 

当 一 2<: r < — 1及: r 〉 l 时，: y <0. 当 ： r < — 2及: r 〉 l 时，曲线 下降； 

当 一 10<1时，曲线由上升到 下降； 当 一 2<； r < — l 时，曲线由下降到上升.如图 1.28 所示. 

【 247 】 3 ； = o : 2 - x 4 . 

解 ：y = : c 2 ( l -： c )( l +: r ) = + -( J ： 2 -+) 2 . 


图像关于 Oy 轴对称，与两坐标轴的交点为（一1, 0),(1, 0),(0, 0)，且在 （0, 0) 点与 Oi 轴相切. 


当工=士万时，此时 A 


B (- 


万， 


均为图像上的最高点. 



当00< 



氺曲线上升; 当 产 + oo 时，曲线下降.如图 L 29 所示. 



m 1.29 图 1.30 


【 248 】 y=x(.a — x') 2 (a~\-x') 3 ( a 〉0). 

解当 x = 0， a ，一 a 时 ，: y = 0. (― a ,0) 及 U ，0) 为切点. 
当 x >0 及时 ，: y >0; 当 _ a < x <0 时，: y <0. 
如图 1.30 所示. 

作出下列分式线性函数的图像（双曲 线）： 

【 249 】尸 丄 . 

解如图 1. 31所示. 



图 1. 31 
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【 250 】 



l-x 


提示 对称中心为 （一 1 ， 一 1). 

解 y = — 1 + vv -， 

1 十 X 

图像的对称中心为 （_1，一1)， 如图 1.32 所示. 
【 251 】 把分式线性函数 


_ ax+b 

y= c~ITd 


(ad — bc^0 , c^O). 


化为以下形式 J = —=一.再作它的图像. 

OC Xq 


研究例子: y = 


3 x +2 
2 x — 3. 



m 1. 32 


解 


_ ax~\-b 
^ cx-^d 



be .一 ad 


c 


\ c 


X 



其中 = = U 3 所示 • 


对于: v =| f 主|，有1。=>=如如图 1. 34所示. 




【 252 】 设气体当压强 A ) = lPa 时占有体积 V Q = 12 m 3 . 若气体的温度保持不变，作出气体体积 V 对压 
强 P 的依赖关系的图像（玻意 耳一马 略特定律）. 


解 当温度了=々（常数）时，气体体积 V 与压力/>成反比，即 

pV = C , 

其中 C 为常数. 

当 />0 = 1 时， v 0 = 12, 故 C =12, 从而 pV =12, 如图 1.35 所示. 

作出下列有理分式函数的 图像： 

【 253 】 ： y=:r + 丄（双曲 线）. 

X 

提示利用图像相加法，将: y = :r 及3； = ■^的图像叠加即得 



> =: r +1 的 图像. 图 1.35 

J 0 

注意，254题，255题及260题均可仿本题的解法. 

解将: y = ：r 及: y = +的图像叠加即得，如图 1.36 中黑粗线所示. 
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图 1.36 图 1. 37 

【 254 】 y = x 2 +— (牛顿三叉 线）. 

解将: y =： r 2 及: v = i 的图像叠加即得，如图 1.37 中黑粗线所示. 

00 

【 255 】 y = x+\ 

X 

解如图 1.38 中黑粗线所示. 




图 1. 38 


图 1. 39 


【 256 】 (箕舌线）. 

解图像对称于 0 ： y 轴，位于 ar 轴上方，最高点为（0，1).当: r 的绝对值无限增大时 ，_ y 值无限变小.如 
图 1. 39所示. 


【 257 】 


_ 2 x 

y= YT^ 


(牛顿蛇形线）. 


解以一: r 换 《 r ，： y 值的绝对值不变但改变符号，故图像 
对称于原点. 

又因 <1，故一 

当 0< ： T<1 时，: y>0, 曲线 上升； 当 l<x< + oo 时，3；>0, 
曲线下降. 

图像以 Cb : 轴为渐近线，如图 1.40 所示. 


【 258 】 

解图像关于 0 ： y 轴对称，且经过点（0，1). 




图 1. 40 


当 0< Cr < l 及 x >\ 时，曲线上升，但当了=士1时，: y 无意义.1=士1为曲线的渐 近线. 如图 1.41 所示. 


61 





K 


解图像关于原点对称，且经过原点. 




士 1为渐近线，在(0，1)及 （ l ，+ oo ) 内曲线上升.如图 1.42 所示 


【 260 】 


1 +x 


— 1 + 


1 一： T. 


解 将3^= 1 ^，3^=—含及3^ 1 ^的图像叠加即得，渐近线：工=一1,工=0,工=1及 3 ^0,如图 1.43 


所示. 




图 1. 43 


m 1.44 


【 261 】 


1 _ Lj I 1 


解图像关于 0 ： y 轴对称，渐近线 ： x = — 1 ， x = l，:r = 0 及 : y 
如图 1. 44所示 • 


【 262】 ：y 


( j - H )( j -2) 
( x - l )( x - f2 ) - 


解 


x 2 一 x — 2 
x 2 +x~2 


1- 


2x 

+ x _ 2* 


2x 


将 y = 1 及 u 的图像叠加即得 


如图 1. 45 所示. 
【 263 】 把函数 


ax 2 -^rbx^rc f _^ 八、 

y=-^ftr ( ~判) 



化为以下形式 


々 : r + m + 


图 1.45 
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(p+^)(V-6)=c 

相联系•若 a = 2,6=0. 1 及 10, 作出函数/> = 〆 ；/) 的图 像. 
解 由于 

10 2 
P ~ V - Q .\~ V ^' 

in ? 

将 产及 户 =6的图像叠加即得. 

如图 1.49 所示. 

作出下列无理函数的 图像： 


【266】 ： y =± (抛物 线）. 

解 ：/ = —(* r +2)， 如图 1.50 所示. 






y 



图 1.50 

【267】 y=±xK (半三次拋物线）. 
解 y = x 3 , 如图 1.51 所示. 



【268】 ： y = 士 + 


100— jt 2 (捕圆乂 


解1^ + 2^ = 1, 如图 L 52 所示. 


【269】： y =± 1 ( 双曲线） • 
解 x 2 -y = i ， 

如图 1. 53所示. 



m 1.52 图 1.53 


【270】 ： y = 士 


l-x 

1 +JT * 


提示注意 JT = — 1 + 


T+7 


，漸近线为 x =-\. 利用图像相加法即得所需图像（_10 <1) 


解 


l-x 

1 +X ’ 


1+ TT7 


将： r=_l 及^的图像叠加即得，如图 1. 54所示（一 l < Cr < l ). 



图 1. 54 


图 1. 55 


【271】^^士工 v 100 —x 2 . 

解当 1 = 0,士 10时，: y = 0. 

将: y=:r 和: y= v/100-x 2 的图像上点的纵坐标相乘，即可描出图像.如图 1. 55 所示. 
【272】 y =± X / s J ^^ (蔓叶线）. 
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】： y = 士 yO 2 —1)(9 — x 2 ) • 

; y = 士 \/ l6 — ( x 2 —5) 2 . 如图 1. 57 所示. 

】作幂函数: y = x " 当 ： （ l ) n = l ，3,5; (2 ) w = 2,4,6 时的图像. 

如图 1. 58所示. 

】作幂函数:当 ：（ l ) rz = — 1，_3; (2) w =_2，一 4时的图像 

如图 1.59 所示. 1. ： y = 丄， 2. y =\, 3. y =\, 4. y =~ 





] 作根式 : y = 77 当 ：（1) ⑺ = 2,4; (2 )m = 3,5 时的图像 



如图 1. 60所示. 


图 1. 60 





【277】 设： （ l)m = 2 ，々 =l; (2)m = 2,k = 3 ； (3)m = 3,k= \ ； (A)m = 3,k = 2 ； 

(5)m = 3，々 = 4; (6)m = 4 9 k = 2 ； (7)m = Ajk = 3. 

作根式 ：y=V 的图像. 

解将所给数据代入可知： 

(1) 即 ：y=v^ 的图像，见图 1.60； (2)：y = :rV^， 如图 1.61 所示：1; 

(3) 即 ：y=& 的图像，见图 1.60； (4)3；=#，如图 1.61 所示：2 ; 

(5)3^1^，如图 1.61 所示：3; (6) 即 ：y= /TTf 的图像； 

(7)y= ^l/^ ：F ，如图 1. 61 所示 ：4. 




图 1. 61 


图 1.62 


[278] 作指数函数: y = 〆 当《= +，1，2 4，10时的图像 • 


解如图1.62所示. 

【279】 作复合指数函数的图像 ，设: 


⑴％ 


(2) y x = — x L ； (3) 


(4) 


(5) % 


(6) 3/1 


2 x 


解 （1) 如图 1.63 所示； （2) 如图 1.64 所示； （3) 如图 1.65 所示; 
(4) 如图 1. 66 所示； （5) 如图 1. 67 所示； （6) 如图 1. 68所示 • 





图 1.63 


图 1-64 


图 1.65 



图 1.66 图 1.67 图 1.68 

【280】 作对数函数： y = log3 当《 = j ，2， e ，10 时的图像. 

解如图 1.69 所示. 
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【281】 作下列函数的图像 ：（ l )： y = ln ( — i ); ( 2 )： y =— lrur . 

解 如图 1.70 所示. 

【282】 设: 

(1) ^=l+x 2 ； (2) 3 ; 1 = (x-l)(x-2) 2 (x-3) 3 i (3) (4) (5)^=1 + #. 

作出对数复合函数: yzlnw 的图像. 

解 （1) 如图 1.71 所示； 

(2) 存在域 ： : r 〉3 或 x < C \. 3/ =ln | x ~ 1 | +21 n | x ~2 \ +3 ln | x —3 | ，将此三个函数的图像叠加即得，如 
1. 72所示； 


图 1. 71 图 1. 72 

(3) jy = ln(l — JT ) — ln(l +: r ) ，将 jy = ln(l — X )及 = 一 ln ( l +: c ) 的图像叠加即得，如图 1. 73所示 （ 一 1< 
); 

(4) ： y = l n ~4, 如图 1.74 所示，图像关于 0： y 轴 对称； 

JC 




(5) 如图 1.75 所示. 




] 作函数 y = logi 2 的图像 
如图 1. 76 所示. 



y = lOsir 


、 a = arc tan (-2 ) 
"VkA45°l 


y^smx^ 


、、 = -2sin; 


图 1. 76 

】作函数 ：y = A S i n ： r 当 A = l ,10，一2 时的图像 
如图 1. 77 所示. 


图 1. 77 


作函数 y = si n ( X — X 。）当 X 0 =0, - f , - f , 7 T 时的图像 


只要将 _ y = sior 的图像向右平移距离+，孕， 7 T 即得，如图 1.78 所示 




图 1. 78 


nnx 的图像.设 


1，2,3, 


，_ 3 


sinxi 2. 3 ,= sin 2 x ； 3. y = sir \ 3 xi 4. y=sin 


5. 3；=sin 


屬龜儀 k 



【 287 】把函数 y = acosx + bsirur 化为以下形 式：: y = Asin(:r —:r 。） ，再作它的图像 • 
研究例子： y = 6cos:r+8sirLr. 

提示注意，在式 ： y=Asin(:r— X 。） 中 

b 

A- 


A= y/a 2 +b 2 (a 2 +6 2 #0)， sirur 0 




COS ： T 0 


于是 , y = acosx-\- bsinx 的图像可经下面两个步骤完成：先把正弦曲线 ： y= sinx 沿 Ox 轴平移距离 | x 。 | ， 然 
后再从纵轴“伸长 ” A 倍. 

注意： Co 的正负及 A <1 或 A <1. 



其中 A= vV+6 2 U 2 +6 2 关 0)，i。 适合 （1) 式. 

(2) 式图像是这样 作的： 先把正弦曲线 ： y=siru: 沿 Or 轴平移距离 
|xo | (若1。>0时，则向 右移； 若心<0时向左移），然后再从纵轴“伸长” A 

倍（当 A<1 时为 压缩+ 倍）. 

对于例子 



图 1. 80 


j^Gcosx+Ssiru: ， A= v6 z +8 2 =10, 



解如图 1.82 所示. 


图 1. 81 









解图像关于 ar 轴及03；轴均对称，是以271为周期的周期函数，如图 1.90 所示. 



m 1.90 

作下列函数的 图像： 

【 298 】 y = sinjr z . 

解题思路图像关于 0 ：y 轴对称 • /( y / rviz )=0 ( rz = 1，2，…），且 lim ( y / ( w-f 1 )tt — \/^) = 0 •由于 sinj ： 2 

n-^oo 

< ar 2 , 故曲线位于抛物线： y = x 2 的下方. 

解图像关于 0; y 轴对称.因为 

/(v^) = /( V^)〜. = /( vW)=0. 

并目 . iim ( yu + ih — /^)=0,所以，曲线和横轴的相邻交点的相互距离所成的数列的极限为零. 

n 一 oo 

由不等式 sinPO 2 , 我门知道这条曲线位于拋物线 y = / 的下方.如图 1.91 所示 • 



【 299 】 



图 1. 91 


解题思路 一1<3；<1. : y =0 为渐近线.图像关于原点对称•当 x 无限接近0时，函数在 一1 与1之间 
摆动，并且凝聚于原点 o . 

解 一 Iim 3 / = 0, ：y = 0 为渐 近线. 

当 x 由减小到 i 时，则1由0增大到 "f ，而: y 由0增到1;但当: r 由 ■^减 小到#，则1•由+增大 

7 T X L 7 T 6 lZ X L 


到#，而 J 由1减小到 一 1.当 x = l 时，3；=0等.因为： y 是奇函数，故图像关于原点对称.当 X 无限接近0 

^ 7 T 


时，函数在 一1 与1之间摆动，并且凝聚于 O 点，而在点1 = 0处，函数: y 没有定义.如图 1.92 所示. 



m 1. 92 
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【 300 】 y = xcos 一 . 

x 

解 一 limjy = oo . 

当 2k ~\~\ (々 = 0 ， 士 1 ， 士 2 ， …）时， 3；=0. 

当 *r>2 时，; y 单调增加，因为 3 /是奇函数，故图像关于原点对称. 
而在点 x = 0 处，函数: y 没有定义. 

当 x 无限接近0时，函数作无限次衰减摆动，并凝聚于 O 点，如图 
1. 93所示. 

【 301 】 3 ;= tan ~- 

x 

解当 : c =~|~ (々 = 0,士 1，士2,…）时， jy = 0. 



图 1. 93 


当 I (々 = 0 ,士 1 ，士 2 ，...）时， 3 ；-** oo . 

当 x > 2 时，: y > 0 , 且当 I —+ oo 时， 3 ；— 0 . 因为: y 为奇函数，故图像关于原点对称. 
当 x — 0 时，图像凝聚于 O 点，而在点 1 =^^及 0 处，函数 ： y 是没有定义的. 
如图 1. 94所示. 


【 302 】 



(2 +si 



解先作 ^ = -rsin 1的图像.因为: y 为偶函数，故图像关于 0 ;y 轴对称. 

当 X= (2 ^-f 1)^ (々= 0 , 士 1 ，士 2 ,…）时，: y = ± J ：. 当 X = J ^ (々==士1，士2，...）时，： y = 0. 
当 x > i 时，; y 单调增加，且有 

丌 


limxsin 
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如图 1. 95 所示（在点 x = 0 处无定义）. 



其次，再将函数: y =2 x 及 : y = : r S i n i 的图像“叠加”，即得 


y=jc 


( 2 + sin 士) 


的图像，如图 1.96 所示. 


* ) 此结果参看本章§ 5. 


【 303】 ：y 




: t /T^sin 


解图像关于原点及 Oy 轴， Ox 轴均对称，由于 


一 ^/\ — x 2 <： y < \/ l — x 2 ( I x I <1) 


故图像位于圆 x 2 +y = i 内. 



将函数 ： y = 士 \/ l _: r 2 与 : y 

描出所求的图像. 

如图 1. 97所示. 


sin I 的纵坐标对应相乘，即可 


【 304 】 


y 


sinjr 

X 



解 


limjy= 1. limjy = 0. 

x-^0 x^oo 


由于 | ： y|<j^y ， 故图像在: V= -士•及: y = ^ •之间.又图像关于 0：y 轴对称 . 当 : r = ;br 时，: v = 0 (&= 士 1 


士 2, …）. 


如图 1.98 所示. 



【 305 】 y = e J cosx . 

解由于，故图像在 y = e x 及 : y = e — 之间. 
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[3081 y = ln(cos^r). 


解存在域是使 cos：T>0 的开区间 ( （4 々一 1>号， （4 々 + l 〉 号) （ 々 = 0，±1，± 2 ，...：） 的全体■函数: y； 是以 
2 tt 为周期的周期函数.在区间(一 j，0) 内，: y 单调增加，且: y<0 •在 (0，f ) 内，: y 单调减小，: y<0, 最大值 

是 3 ； =lncos0 = 0 . 

又 lim y = lim : y= — 00 •如图 1. 102 所示. 



m 1 . 102 

【309】 jy=cos( Iru:). 

解存在域为数工>0的全体. 

当 x=e <2 *+" T (是=0,士1，土2,…）时，: y =0 •当 (务= 0,士1，士2,…）时 , y = 1 ； 

而当1 = 时，》=_〗.图像始终在直线 ；y= — 1和3^=1之间摆动，而且越靠近原点时，摆动越密. 

如图 1. 103所示.（两轴所取的单位不一致）. 



m 1. 103 

【310】 y = e ^. 

解： y〉0. 函数: y 是以 2 tt 为周期的周期函数. 

当 0<Cr<~| ■时，: y 单调 减少； 当 ~|<:r<7r 时，： v 单调增加.又有 

y \ my = iim y=^^.y — x =e 为区间 （0， tt ) 内函数: y 的最小值. 

- r -^0 —0 x 2 

同理，: r 由71：到¥时，：>/由0增到丄；而: r 由夸到 27 C 时，： y 由 

l e z 


?减到 0 •上 7 


lim V 

♦2買一0 





如图 1. 104所示 • 
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作下列反三角函数的 图像: 


【 311 】 ^ = arcsinx. 

解如图 1.105 所示的 AB 段曲线. 




图 1. 105 图 1. 106 

【 312 】 j^arccosjr. 

解如图 1.106 所示的 AB 段曲线. 

【 313 】 3 ^ = arctaru . 

解如图1.107所示的义5段曲线. 




图 1. 107 图 1. 108 

【 314 】 3 ^ = arccotj：. 

解如图 1. 108 所示的 AB 段曲线. 

【 315 】 3 ； = arcsin —. 

解 图像关于原点对称 . 存在域是区间 （ _oo ，一 1] 和 [l ， +OC). 

当 l<:r< + oo 时，由于 1 单调减少，所以， 3 ； 也是减函数，且有 

lim y = ^r = y _ , lim : y=0. 

^"♦ 1+0 LJ 丈 =1 JC 一十 oo 
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如图 1.109 所示. 


y 




【 316 】 3 ^ = arccos — . 

解存在域是区间 （一 OO , — 1] 和 [1,+ cxO . 

当 l < x < + oo 时，由于丄单调减少，所以， 3 ；是增函数，且有 li m 3 ； = 0 ， lim 

OC 1+0 jr— + o> 


y 


7 T 


同理，当一 — 1 时，: y 单调增加；且有 lim y = lim 3; 


丌 


.—一 1 一 0 


如图 1. 110所示 • 
【 317 】 3 ^ = arctan 


x 


解图像关于原点对称. 


当 x>0 时，由于1■单调减少，所以，: y 是减函数，且有 

00 


lim V 

X — +0 


丌 


lim 3^ = 0 


如图 1.111 所示 • 

【 318 】 3^ = arcsin(sinx). 

提示注意，当 一 夺+ 2々71<：1：<士 + 2々7：时， 


y 



图 L 111 


y = x ~2 kn (々= 0,士1,士2^“）. 

当 ■^■ + 2々7 t <: t <¥ + 2々7 t 时 ，; y = (兀 _ 工)+ 2々兀 


解 siny = sinx , 一 


因此，当一•时，: y =: r ; 当手与时，: y = 7 r — x ; 当孕孕时 , y = x —2 n 


一 般地， 当一 ■^• + 267r<:r^~^~ + 2々7r 时， 


y 


x ~2 kn (々 = 0, 士 1，士2，…）； 


而 当 ~^~ + 2々7r<:r<-^ + 2々7r 时， 


y 


( n 一 x ) +2^tc 


y 



如图1.112所示. 

【 319 】 3^ = arcsin(cosx). 

提示注意，当 （ 2々一 l)7c<:r<2々7r 时 ，：y= {^y + x )-2 kn (: 々= 0 ， 士 1 ， 士 2 ， …）. 


图 1. 112 


当 2々7r<:r<(2々+ 1 )71： 时，3； = ( j —: r)+2々7r. 







解 s ' my = cosx , — 

因此，当 一7 r <: r <0 时 yy =-^-- i - J：i 

当 0< jr <7 T 时，: y = ~| ■ — 

—般地，当 （2 A _ l )7 t <： r <2 ibr 时， 

y = ( j +J ： ) — 2 kn ( 々 = 0, 士 1，士 2 ，•••）； 

而当 2 々 7r<:r< (2 灸 + 1 )7 ： 时 f y = ( — x) - h 2 kn . 



如图 1. 113 所示. 

【320】 y = arccos ( cosjc ). 

解 COS^=COSJ：, 0^3 ； ^7T. 


当 _7 T <： T <0 时 9 y = — X . 

一般地，当 （26— l )7 T <: r <2 /br 时， 

3；= ~ x J t 2 kn (々 = 0, 士 1，土2,…）; 
而当 2 kn ^： x ^：(2 k -\- l )7 r 时 ny = x — 2 kn . 

如图 1. 114所示 • 



m 1. 1 H 


因此，当 0<: r <7 r 时 ， y = : r ; 当 7 r < x <27 i :时，: y =27 r — jt ; 


【321】 . y = arctan ( tanx ). 


解 ， tan ： y = tanjr ，一 4 ■〈: y < 兀 


因此，当 一 时 ， J 


X 


当导 < X < 穿时 ,y = x—m 


当 — 孕 <i< — ■ 时， : y= 7 r+ 


X 



一般地，当一专 + 々7 r < x<C 专 + 々7 T 0^ 9 y = x—kiz (是= 0, 士 1，士2，•••）. 


如图 1. 115所示 • 

【322】 3 ；= arcsin ( 2 sior ) • 

解 sin ^ = 2 sinjr , ( — • 

存在域为区间[一 n ], [譬，守]，…的 全体. 

mm mi 

即 一 j + 々7 t , j +々7 T U = 0, 士 1， 士2,…）的全体 • 

L D 0 J 

利用复合函数作图法得其图像，如图 1. 116所示，它关于原点 

对称 • 



m 1. 116 


【323】设 ： （1)3^=1 —专； (4 )^i = e J . 


作函数 j ^ arcsin % 的图像 • 


解 （1) 存在域为满足不等式 0< x <4 的数 x 的集合.当 0<: r <2 时，: y 由 f 减少到0;而当 2< x <4 
时， jy 由0减少到一如图 1. 117所示. 
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(2) 图像关于原点对称.存在域为全体实数.当1由0增到1时，由于 Y ^ J 为增函数，故由0增到 f . 
而当 x > l 时，为减函数，故: y 由 j 减少到0，且21；1^=0.如图 1. 118所示 • 

(3) 要<1，只要: r >0, 故存在域为: r >0 的数: r 的集合.当: r 由0增到1时，&由1减少到0, 

1 十 ： T 丄十 ： T 

而7则由+减少到0;而当 I 由1增到 + oo 时，¥由0减少到一1，而: y 由0减少到 一 + ,且 lim 

L 1 i~ X u +oo L 

如图 1. 119 所示. 

% 

(4) 存在域为 一 的数: r 的集合.当: r 由 一 oo 增到 0 时， 〆 由0增到1，而: y 则由0增到••如 

图 1. 120 所示 • • 




【 324 】 设： 

(1) ^1 =x 2 ; (2)^1 =^; (3)3；! =\nxi (4)^i = J—. 

x siruc 

作函数 j ^ arctan % 的 图像. 

解 （1) 如图 1. 121所示的 AB 曲线 • 

(2) 如图 1.122 所示. 

(3) 如图 1. 123所示的 0, A 曲线. 

(4) 以 2 tt 为周期.当： r 由0增到 j 时，一由 + oo 减到1， 

L sinx 

而: y 则由 j 减到子 • 

余类推，如图 1.124 所示. 



m i . i 2 i 
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m 1 .122 




m 1.123 


[325] 已知函数 3 ； = /(^r) 的图像，作下列各函数的 图像： 

(1) y=-f(x) ; (2) y = (3) y=~f(~x). 

解 （ 1) 函数 : y=-/U) 的图像和函数 ：y = /(:r) 的图像关于 Or 轴对称 • 如图 1. 125 所示 • 



O 


貧 x 


产 一 m 



图 1. 125 


m 1. 126 


( 2 ) 函数 3 ; = /( — : r) 的图像和函数 ： y=/(:r) 的图像关于 0 ： y 轴对 
称 . 如图 1. 126 所示 . 

(3) 函数 3；=—/( — x) 的图像和函数 y=/(x ) 的图像关于原点对 
称 . 如图 1.127 所示 . 

【 326 】已知函数 : y = /(:r) 的图像，作下列各函数的 图像： 


( 1 )y = f(jr—x 0 )； 
(3)y = f(2x) ; 


(2,)y = y 0 +/(x — : r 0 ); 
(A)y = f(kx + b) (k^O). 


解 （ 1) 函数 : y = /( ： r — : r Q ) 的图像可由 ：y = /( ： r ) 的图像平移距离 


I 得岀 . 



图 1. 127 


当 x Q >0 时，向右 平移； 当 x 0 <0 时，向左平移 . 

# 

如图 1.128 所示 . 


(2) 函数 ： y=>+/ ( 了一办）的图像可由 3^=/( 工 ) 的图像先平移距离 UI ， 再上下平移距离 UI 得出，其中 
当 3^o >0 时，向上 平移； 当： y Q <0 时，向下平移 . 

事实上，只要先将坐标原点平移到点 （ x Q ，： y 。） . 坐标轴的方向均不变，再在新坐标系中作 / = /(/) 的图 
像，其中 y = ： y— ： y 。 ， x =x—x 0 . 

如图 1.129 所示 . ； 
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(3) 函数 ：y = /(2: r ) 的图像可由 ：y = /(: r ) 的图像沿 Or 轴方向缩小二倍得出. 

图像如图 1.130 所示. 

(4) ： y =/ a ： r +6) 的图像可由 3 /= /( x ) 的图像先沿 Ox 轴方向“压缩1倍 （0< A <1 时，理解为“放大”) 
然后再将所得图像平移距离 41. 

图像如图 1. 131所示. 










[327J 作函数的 图像： 

( 1 ) y =2-\- ^/\~x ; (2 )jy = 1 — e _ i ; (3)_y=ln( 1+x) ; (4 )y =— 号 arcsin ( 1 - hx ) ； ( 5 ) 3 / = 3 + 2 cos 3 

解 （1) 如图 1.132 所示. 

(2) 如图 1. 133 所示. 



图 1. 132 图 1. 133 

(3) 如图 1. 134所示. 

(4) 如图 1. 135所示的段 曲线. 






m 1.134 


m 1.135 


(5) 如图 1. 136 所示. 



图 1. 136 


【 328 】 已知函数5 = /(1)的图像，作下列函数的 图像： 

(\)y=\f(x)\i (2)3/=y[|/(x)|+/(x)]; ( 3 )^= y[ I/(x) | ~/(x)]. 

解 （1) 当 /(x)>0 时， ：y = /(:r); 当 /(:r)<0 时，: y=_/(T) ; 如图 1. 137 黑粗线所示. 
(2) 当 /(:r)>0 时， 3 ； = /(i) ; 当 /(j:)<0 时，: y = 0. 如图 L 138 黑粗线 所示. 
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(3) 当 /(x)>0 时，: y=0; 当 /(:r)<0 时， ： y=—/(:r); 如图 1. 139 黑粗线所示. 



图 1. 139 

【 329 】 已知函数: y =/( x ) 的图像，作下列函数的 图像： 

( 1 ) y = f z U )； (2) y =^ fU)i (3) y =\ nfU)i 

( 4 ) 3 ； = /[/( x )]； ( 5 ) 3 ；= sgn /( x ) ； ( 6 ) 3 ;= [/( x )]. 

解 （ 1 ) 以: y = l 为图像的分界线. 

如图 1. 140所示 . l:：y = /(: r ) ; 2 ：y = f 2 ( jc ). 

( 2 ) 当 /( x)>l 时， v7 ^</( h ; 而当 0 </( x)<l 时，^ 7 ^>/(工). 


如图 1. 141 所示 • 1 iy = j \ x ) ；2： y = Vf ( x ) • 



图 1. 140 



(3) 当 /( x»l 时， ln / UX / U ); 而当 0</( x)<l 时， ln /(: r )</( x )， 故: y = ln /(: c ) 的图像始终在 
： y =/(: r ) 之下.如图1.142所示. 

(4) 若 ： y =/ U ) 的存在域为 [ a ，6]， 则仅当 / U ) 之值在 a 与6之间，才能使 /[/(: r )] 有意义.其详细作图 
法见330题 （3). 

如图 1. 143所示 • 1 :：y = /(: r ) ; 2 ： 3 ； = /[/( x )]. 
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(5) 当 /( x )>0 时，: y = l ; 当 /(: r ) = 0 时，: y =0; 当 /(: r )<0 时， j ;= 一 1. 如图 1. 144所示. 

(6) 当 n ^ f ( x)<n + \ 时 ，: y = r 2(« 为正整 数）. 如图 1. 145所示. 

其中图 1. 144及 1. 145均为黑粗线所示的图像. 



图 1. 144 图 1. 145 

【 330 】 已知函数 ys / U ) 和 ： y = g ( x ) 的图像，作下列各函数的 图像： 

= (2)y = f(x)gU)i (3)y=/[^(x)]. 

解 （1) 利用图像相加法即得.如图 1. 146所示. 

(2) 利用图像相乘法即得.如图 1. 147所示. 





图 1. 146 图 1. 147 

(3) 如图 1. 148所示.设 P 点是 Cbc 轴上横坐标为 x 的点.通过 P 点引铅直线.它和： y = g (: r ) 的图像相 
交得 Q 点（当然假定值 PQ 在/( X )的存在域内）. PQ=gU). 过 Q 点引水平线，它与 3^ = - r 交于尺点，过 R 
作铅直线与 Or 轴及: y = /(: r ) 分别交于: T 点及 S 点，则 OT = PQ = g (： r ) ，因而 TS =/[ g ( x )]. 最后，把 
S 点向通过 P 点的铅直线投影得 M 点，此即函数 : y = /[ g (： r )] 图像上的一点.至于该图像上的其他点，同法 
求得.但要注意，函数 ： y =/[ g (： r )] 的存在域是满足不等式 

的数 x 的集合，式中|>，6]是 /( Z ) 的存在域. 



% 
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m 1.148 















利用图像的加法，作下列函数的 图像: 

【331】 ： y = l+x + e ' 

解 如图 1. 149所示. 



图 1. 149 图 1. 150 

【332】 y = ( x + 1 ) 2 + (, x ~ I ) 2 . 

解 图像关于 0： V 轴对称.如图 1. 150所示. 

【333】 y = x -^ sir \ x . 

解 如图 1. 151 所示 • PiQi = P 2 Q 2=^.. = 1. 



图 1. 151 图 1. 152 


【334】 3 ； = x + arctan : r . 

解 如图 1. 152所示.图中仅画了主值的一支，一般 

地，在平行线 ：y = : c +( 2 々+ l ) 号及 ：y = : r +( 2 々一 1 ) 号之间 

(々 = 0 , 士 1 ，士 2 ,…），有类似的 一支. 


【335】 3 ;= cos:r + _ — cos 2 x + — cos 3 x . 


解 图像关于 Oy 轴对称，且关于直线 X =々7 T 对称.周 

期为2兀. 

如图 1. 153所示. 



^ 1. 153 
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【336】 y = sin : r — — sin 3 x + — sin 5 x . 

解图像关于原点对称，周期为 2 tt ， 且有 /(：r + 7r) = _/(x), 故在 [0,2 tt ] 内图像关于直线 ： r=7r 反对 
称、因此，我们只需做出 [0， tt ] 内的图像即可. 

如图 1. 154所示 • 

* ) 即关于点 7 T 对称，也称之为以 7 T 为周期的反周期函数 • 




图 1. 154 图 1. 155 

【 337】 jy = sin 4 - r + cos 4 x . 

解图像关于 Oy 轴对称.周期为如图 1. 155 所示. 

[3381 y = | 1 —x | + | 1 ~\~oc \ . 

解当一 l <: r<l 时，: y =2; 

当 x < — 1 时 , y =— 2 x \ 

当 x>l 时，: y =2 x . 

如图 1. 156 所示. 

【 339】I 1 — x I _ I 1+J ： I • 

解当 一 1<x<1 时，: y=—2:r ; 当 x<-l 时，: y=2; 当 x>l 时，: y=—2. 

如图 1. 157 所示. 





图 1. 157 图 1. 158 

【 340 】 作双曲线函数的 图像： 

( 1 ) ：y = ckr ， 式中 chx =-^( e T + e _x ) ； 

(2) jy = skr ， 式中 shx =-|-( e J — e _x )； 

(3) ： y = tkr ， 式中 

解如图 1. 158 所示 • 
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利用图像的乘法，作下列函数的图像： 

【341】 y = xsinj ：. 

解 当 x = k ^ U = 0, 士 1，±2,…）时，: y =0. 图像关于 Oy 轴对称. 
当 :r = 号 + 2々7 r 时又当 工 = 孕+ 2是兀时 , y = — x . 

如图 1. 159所示 • 



m 1. 159 图 1. 160 


【342】 y = xcosx . 

解 图像关于原点对称. 

当工=(2々+1)号•(々 = ()，士1，士2,…）时 ，: y = 0; 当 :r = 2々7 r 时，: y = x ; 当 x = (2走+1 )；r 时， — 1 . 


如图 1. 160所示. 

【343】 3 ； = jr 2 sin 2 x . 

解 只要将图像 : y = x S irLr 作出后，再按329题 （1) 的作法画出. 
如图 1. 161所示 • 

其实，我们也可由下列几点画出该函数的 图像： 

当 x=kn (々=0,士1，士2,…）时，: y =0; 

当工=(2々+1)"|■时，: y = o : 2 . 图像关于 Ojy 轴 对称. 


【344】 


SIRT 

尸 TT7. 


解 图像关于原点对称. 



当 x = kn (灸= 0, 士1，士2,…）时，: y = 0; 当 : r =^ + 2々7 i : 时，: y = — 当 ： c = 号 + 2々兀时 , y = ^ . 


当 oo 时，： y —0. 如图 1. 162所示. 



m 1. 162 





【345】 y = e~ r cos2j:. 

解因 一 e 〜 2 ，故图像在图像: y = e 〜 2 及 ^=- e ^ 2 之间. 

如图 1. 163所示. 



w 图 1. 163 

【 346】= xsgnC sinx ) • 

解图像关于 0 ：y 轴对称. 

当： r=)bra = 0, 士1，士2，.“）时，: y =0; 当2々兀0<(2是 +1 )tt 时，: y =: r ; 当 （2 是+1)兀0<(2务 + 2 )tt 时， 

： y = -工 • 

如图 1. 164所示 • 



m 1. 164 图 1. 165 


【347】 jy=[,r] • | sinTrj： | • 

解 当•3：=々(々= 0，士1，士2，".）时，3^ == 0;当 n<Cx<in+ 1 (ti 为正 整数） 时 >y=n \ sinxcx | . 

如图 1. 165 所示 • 

【348】 y=cosx • sgn(sinx). 

解 图像关于原点对称.周期为 7 T . 

当 x = knik = 0 j 士 1 ，士 2 ， ." ）时 ， : y=0; 当 2 々 7r<C > r<C(2 々 + l)7r 时， : y= cosx ；当（ 2 々 + 1 ) 兀 < 工 < (2 々 + 2 )兀 
时 ,y= — cosx. 

如图 1 . 166 所示 • 



m 1. 166 
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【 349 】 


设/⑴屮 1 — 1 : 1 

1 0， 


卜 I <1 


作函数 ： y =/( x )/ U -： r ) 当 （ l)a = 0，（2 )a = l ，（3 )a = 2 时的图像. 


^(1+ x ) 


l < x <0 


解题思路 （ 1 )/( 1 ) 为偶函数，故：•由 /( x ) 的定义得 y =< (1—： r ) 2 ， 

、0 ， | JT | 〉 1. 


( 2 ) 


' 0， 

: r <0 ， 

X X 1 , 

0< X <1, 

、0， 

X ^\. 


(3) : y = 0. 


解 (\)y = f ( x ) f (~ x ). 因为 /( x ) 为偶函数， 
所以， 3^/(： r ). 由函数 /( x ) 的定义易得 


y 




彳1+1) 2 ， 一1<工<0, 

(1 — or ) 2 ， » 


L 0, 


I x I >1. 


如图 1. 167 所示. 


(2 )：y = /(: r )/( l — : r ). 由函数 /( i ) 的定义易得 


y 


' 0, 


X 一 X 


L 0, 


: r <0 ， 
00<1 
x ^\. 



图 1. 167 


如图 1. 168 所示 • 

(3 )_y = /( i )/(2 — x ). 由函数 /( x ) 的定义易得 ^ = 0. 
如图 1. 169所示 • 



m 1. 168 




o 


a 1. 169 


【 350 】 作函数 ：y = : r + vTsgn ( sin 7 U ：) 的 图像. 

解当 2 k < ix < i 2 k J t \ (走= 0，1，2,…）时， sin 7 r : c 〉0， sgn ( sin 7 r : r ) = l ，因而， jy = J ：+ V ^. 

而当 2 A + + Z 时 ^y = Jc —图 1. 170中系函数 jy = >/^ sgn ( sin 7 r : r ) 的图像（黑粗线所 7 K ). 其中 

在 y = x 上的一支系 y = yfx -\~ x 的 一段. 

至于函数 y = x J t^/x • sgn ( sin 7 rx ) 的图像如图 1. 171 所示. 





/ 



/ 



/ 




/ 


O 



图 1. 171 
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作函数的图像 ，设： 

【 351 】 /(:r)=x 2 (l-x 2 ). 

解 y = ^ + \^' 

利用图像的加法，将函数:及的图像相加即得.如图 1. 172所示. 

X 1 —X 



图 1. 172 图 1. 173 

【 352 】 /( x )= x ( l - x ) 2 . 

解 •当工>0时，^>0;当工<0时。 <0. 

利用图像的加法即得，如图 1. 173所示. 

【 353 】 /( x ) = sin 2 x . 

解7 =^；是一周期为 7 " 的周期函数.图像关于 0 ： V 轴对称.如图 1. 174所示. 



图 1. 174 图 1. 175 

【 354 】 fix) = lnx . 

解 当 0<^<1 时，: y 由 0 下降到 一 oo ;当 l < ： r *< + oo 时， jy 由 + oo 下降到 0. 

如图 1. 175所示 • 
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【355】 /( x ) = e jr sinr . 

解 y = e~ x cscj :. 

因为 I cscx | >1，所以 , b | >e 利用图像的乘法即得.如图 1. 176所示. 



图 1. 176 

—1 ， 一 oo<m< — 1 ， 

【356】设 /(“）=j w ， 一 1< m <1， 

.1， 1< M < + CX5. 

作复合函数 y =/ U ) 的图像，其中 «=2 sinx . 

解如图 1.177 所示. 

当 | x — 走兀 | ■时 ，: y = 2 siar ; 

当 |<|: r — 是兀|< 穿时 ，: y =( — l) A U = 0, 士 1， 士 2, …）. 

D 0 



m 1.177 


【357】 


设 ( p (< x ) = \{ x + I x I ) 


和 ( p ( x ) 


x<0, 

， x ^ O . 


作下列函数的 图像: 


(1 )y = (p\_(p^x)~\ ； {2)y= (p[_ip(,x)^\ ； (3)y=0[^?(j：)] ; (4)3 ； =0[0(x)]. 


解 （ l ) p (： T ) 


(2) 9 [0(x)] = 


(3)0[^ p ( x )] = 


Xj x^O 9 

0 ， x<0. 

: 2 ， 

0 ， x < CO . 

: 2 ， x ^ O , 

0， x < CO . 


( p [_( p ^ oc )^\ = ( p (, x ). 如图 1. 178 所示 • 


如图 1. 179 所示 


如图 1. 179所示 


I x , 工<0. 


如图 1. 180所示. 




图 1. 178 

【358】 设 


m 1. 179 


图 1. 180 
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作函数: 


cp ( x ) 





0, 


I : I <1， 

UI>1 


及 


0( x )= 



| x |<2, 

|x| 〉 2. 


(\ )y = (p\_cp{x )~\； (2)^=^[0(j:)] ； (3).y = 0[^(x)] ； (4)3 ； =0[0(x)] 

的图像. 


提示 （2) 图像关于 Oy 轴对称.分别就 0<: c < l ， l <: r < y ^，73< x <2 及 ： r >2 加以讨论. 


解 ( l )^( x )] = l . 如图 1. 181 所示. 

(2) p [4(: r )] = 99[0( — * r )] ，故图像关于 Ojy 轴 对称. 

当 0«1 时， 0( x ) = 2- x 2 , 由于 l <2- x 2 <2, 所以， p |>(： r )] = 0. 

当 时， 0( x ) = 2- x 2 , 由于 一 1<2 — 1 2 < 1 ，所以，史 [>(: r )] = ：L 

当 V ^< Cr <2 时， 0( x ) = 2- x 2 , 由于 一 2<2—： r 2 < — 1，所以， d >(： c )] = 0. 
当 1>2 时， 0( x ) = 2, 所以， d >( x )] = 0. 

如图 1. 182所示. 





少=1 



o 

1 


•x 


图 1. 181 



(3)0[^( x )]= j 1. 


kl < i ， 

I 了 I > i . 


m 1.182 

如图 1. 183 所示 • 



m 1.183 


(4)0[0( x )] = 


2-(2-x 2 )S 
— 2 ， 


I oc I <2, 

kl >2. 


如图 1. 184 所示 • 



图 1. 184 

【359】把定义于正数区域 x >0 的函数 /(: r ) 延拓到负数区域： r <0, 使所得的函数为 ：（i )偶 函数; 
(ii ) 奇函数，并分別作出所得函数的图像： 
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( 1 ) /( x ) = l - x ； ( 2 ) f ( x ) = 2 x - x 2 i (3)/( x )= VT ; 

(4)/( x ) = sin ^； (5) fix ) = e J ； (6) f ( x ) = \ ru :. 

解 （1)( j ) 当 ： r <0 时，定义 /(: r ) = l +: r ， 则 / U ) 在整个数轴上为偶函数. 

(ii ) 当 xCO 时，定义 /(: r ) = —(1+ X )， 则 /(： r ) 在整个数轴上为奇函数. 

如图 1. 185所示. 

(2) ( i )当 x <0 时，定义 /( x ) = —2: c —: r 2 即行 ； （jj )当尤<0时，定义 / U ) = 2: r +: r 2 即行. 
如图 1. 186所示. 




(3) ( i )当了<0时，定义 /( j ：)= 即行 ； （ii ) 当： r <0 时，定义 /( x ) = — 即行 • 

如图 1. 187所示. 

(4) ( j ) 当 x <0 时，定义 /( x ) = - sinx = | sinx | 即行； （ ij ) 当 x <0 时，定义 /( x ) = sirLr 即行. 
如图 1.188 所示. 



如图 1. 189所示 • 





(6)( j )当 x <0 时，定义 /( x ) = ln (— x ) 即行 ； （jj )当了<0时，定义 / U ) = — In (—: r ) 即行. 
如图 1. 190所示 • 
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【360】 确定下列函数的图像在竖直方向上的对 称轴: 


( 1) y = ax 2 + 


(2)3，= ? + ( T ^ ; 


(3)3；= va + x - y/b 一 x (0<Ca<C6 )； 


CA) y = a~\~ bcosx 


解 ( l)：y = a ( x +5 ) 


6 \ 2 , 4ac — b 2 



4a 


.它关于直线 ：T = 


2a 


对称 • 


(2) 显然图像对于直线 


x 


对称. 


(3) 显然图像对于直线 


x 


b 一 a 

~ Y ~ 


对称. 


U ) 对于直线 ： r = 々7 T (是= 0, 士 1，士2,…）对称 
【361】 确定下列函数的图像的对称 中心： 


( \ ) y = aa：-^bi 


(2)y 


ax^Yb 

cx^d 


(3)y = ax 3 +6x 2 -\~cx-\~d 


^ y = — 



X 


X 


-2 : r —3. 


(5)3；=1+ 1/ x — 2 • 


解 （1) 显然对称中心为（:为任意实数. 

(2) 设对称中心为（:?:。，3；。），则对充分大的 : c ， 有: y 使 


: y +« y 。 


a ( x + x 0 )+6 
c(x + x 0 ) ’ 


: y +夕。 


a ( — j + Xq )+/7 
C( — X-\~Xq ) + J 


由此易得： r 。 


c 


yo 


a 


c 


(3) 用类似于 （2) 的方法，可得对称中心为（:*:。，3；。），其中 


工 0 


b 


: yo 


axl + bx\ + c\r 0 + (i. 


(4) 类似于 （2)， 可得对称中心为 （2,0). 

(5) 类似于（2)，可得对称中心为（2, 1). 


【362】 作周期函数的图像 

(\)y= | siar 

(3 )：y = /(： r )， 其中 /( x)=A +(2 —f ) ，假设 0<: r <2 Z 和 /( jt +2 Z ) 三 /(: r ) 


(2)^y=sgncosj ： 


(4)« y =|>] —2 L |」； （5) y =(: r )， 此处(: r ) 为从数： r 至与它最近的整数间的距离. 


解 （1) 如图 1.191 所示，周期 7 T . 
(2) 如图 1.192 所示.周期 2 tt . 



m 1. 191 



m 1.192 


(3) 当时，由 /( x ) 的定义易得 

f(x-\-2kl)=fU) U = 0, 士1，士2,…）， 

故知所给函数为以 2Z 为周期的周期函数，它在 [0,2Z] 内的图像为一拋物线，顶点为 U ， A ). 如图 1. 193所示. 
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(4) 周期为 2 #> ， 如图 1.194 所示. 

*) 原本该题为： y= | jt | — 音，当 ： rX) 时，它是以 2 为周期 函数 . 

(5) 周期为1，如图 1. 195所示. 



m 1. 195 


【363】 证明： 若函数 ： y =/(: r ) ( — ooO < + oo ) 的图像关于竖直方向上的两条直线 ： r = a 和 1 = 6 
(6> a ) 对称，则函数 / Cr ) 为周期函数. 

证明思路 设了6尺，则有 / U +: r)=/U — x )，/(6+: r ) = /(6— X )，在前一等式中将： r 换成 x + (6 — a )， 
可得 fib — x ) =/(2 a — b — x 、 • 再依次将 b ~ x 换成 j : 及 jt 换成 2(6 — a )+: r ， 即知周期 T =2( b — a ). 

证设: r 为任一实数，则按假设有 

/(a + x ) = /(a — x ) 及 f ( b ~\- x )= f ( b — x ). 

在 /(6 z + : r )=/( a _ : r ) 中将 :r 换成 :r + (6 — a )， 则得 

f { x ~\~ b ) = f ( a ~ x — b ~\~ a ) = f (2 a — b — x ); 

而 /( jt +6) =/(6 — j :) ，所以， 

f ( b — x ) = f (2 a — b — x ). 

将 6 —工换成: r ， 则得 /( x )=/(2 a -26+ x ). 

再将 I 换成 2(6— a )+: r ， 即得 

/(x+2(6 —a) ) =/(x ) ， 

即 /( x ) 为一以 2(6 — a ) 周期的周期函数.如图 1. 196所示. 



【364】 证明： 若函数 ：y = /( x )( — oo < Cr < + oo ) 的图像关于两点 A ( a ，： y 。） 和3(6，％ ) (6> a ) 对称，则函 

数 /( x ) 是线性函数与周期函数的和.特别是，若^0=3^1，则函数 /( x ) 是周期函数. 

证明思路设 : 1 ： 6 尺，则有 f (a~\~ x) — y 0 = yo — f (a~ x) 9 /( 6 +x) — % = y' — fib — x) • 在前一等式中， 
将 ：c 换成 x+ ( 6 —a) ， 可得 f(b—jc) = 2(y l — 3 /。）+ fiZa — b—x) . 再依次将 6 — x 换成 x 及 jt 换成 2(6~a) + x, 
又可得 /( ： r) = 2 ( 3 ；。 一 ％ ) + / [ 2(6 — a) +x]. 
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令 J ( jt ) — b — a 了 + 〆 *^) ， 可证 〆 工） 一 9 [了+ 2(6 a )]. 


证 设: T 是任一实数，按假 设有： 


f (, a -\~ x )— y 0 = y 0 — f(a — x ), 

(1) 

f { b -\- x )— y x =yi — f { b ~ x ). 

( 2 ) 

在 （1) 中，将换成 :r + (6 — a ) 则得 


/(6 十 jt )—： y 0 =： y 0 —/( 2a — 6 — x ). 

(3) 

将 （3) 代入 （2) 得 



2jyi — fib—x、= 2y 0 —/(2a —jt ) ， 

即 

f(b~x) = 2(yi — jy 0 ) +/(2a —6 —x). (4) 

在 （ 4) 中，将 6—x 换成 : r ， 则得 

fioc) =2(yi — jy。）+ /(2a —26+:r). (5) 

再在 （ 5) 中将 x 换成 2(6_a)+x ， 则得 

/(•r) = 2( ； y 0 — % )+/[2(6 —a)+:r]. (6) 

令 


/(x ) = ~ x + y)( j :), (7) 

T 面证明一定是周期函数.事实上，由 （7) 式我们有 


/[: r +2(6 — a )] = — 今 - 一： 1 [ x +2(6 — fl )] + y [: r +2(6— a )] ， 


/( x ) —/[ x +2(6— a )] = 2(3 ；o ~ y \ ) +^( x ) — 9?[ x +2(6— a )]. 

因此，由 （6) 式可得 

cp ( x ) = ^ p [ x +2(6— a )]. (8) 

由 （7) 式和 （8) 式可知， / U ) 是一个线性函数与一个周期函数的和. 

若 3 ^ 0 =^,，则由 （7) 式和 （8) 式可知， /(: r ) 是一个周期函数. 

【365】 证明： 若函数7=/(1)( — oo < x < + oo ) 的图像关于点 A ( a ，： y 。） 和直线 : r = 6 (6 关 a ) 对称，则函 
数 /( x ) 是周期函数. 

证明思路设 尺， 则有 f ( a ~\~ x ) — y 0 = y 0 — f、a — x 、 ， /(6+ x ) = f ( b ~ x ). 在前一等式中，依次将 x 
换成 :r + (6 — a ) ， b—x 换成 :r 及 j : 换成 26_2 a + : r ， 可得 /(26—2 a + : r ) = /(2 a —26+ x ). 若再将 j : 换成 2 b — 
2 a +: r ， 即知 /(: r ) 为一以 4(6— a ) 为周期的周期函数 • 

证设为任一实数，按假设则有 


f(a-\-x)—y 0 = yo~f(a — x)j /(6+x) = f(b—x). 

在 （1) 的前一等式中，将： r 换成 : r +(6 — a)， 则得 


即 


f(b-\-x) = 2y 0 — f{2a — b—jc ) ， 


f\b—x) = 2y 0 —/(2a~x). 

在 （2) 中，将 6—:r 换成 x, 则得 


/(jt) = 2y 0 — f {2a~ 2b-\-x). 

在 （3) 中，将 x 换成 26—2 a + x ， 则得 

f(2b — 2a~\-x') = 2y 0 — fix'). 

由 （3)、（4) 得 /(2 a —26+ a :)=/(26—2 a + : r )， 再将 : r 换成 26—2 a + x ， 即得 

/(■ r ) = /(4(6— a )+ jr ). 

此即证明 /( i ) 为一以 4(6— a ) 为周期的周期函数. 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 

(4) 
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【366】 设 /(: r + l ) = 2/(: r )， 且当 0< x<l 时， /( x ) = x ( 1 — r ) ， 作函数 y = fix ) ( — 00 <工< + ^)的 
图像. 

解当 0<: r<l 时，图像为一拋物线，顶点为( 当 l < x <2 时，只要将纵标放大2倍，余类推. 

如图 1. 197所示. 

i y 


-2 -10 1 2 x 



图 1. 197 

当 x = 1 时， y =^ - = 2"~ 2 ,因而当 + oo 时，： y -^ + oo ; 当 — oo 时，： y —0. 


【367】 设 /(: r +7 T )=/(: r )+ S iar ， 且当 0<: r <7 r 时，/(了）=0•作函数: y =/(: r ) ( — oo < x < + oo ) 的图像 • 
解由题设 知：当 时， /( X )=0； 

当 7 T <: c <27 r 时，设 OCaStt ， 则有 /( x ) = /(xi +71)=/(^! ) + sinX ] =sinxi ； 

当2兀<工<3兀时，设 7 C < x 2 <27 c ， 则有 f ( x ) = f ( x 2 -\- Tz ) = f { x 2 ) + sinr 2 = 0； 

余 类推. 周期为 2 tu . 如图 1. 198 所示. 


y 



图 1. 198 





[368] 作函数 : y = ： y (: r ) 的图像 ，设： 

(l)x=y — y 3 ; (2)x= ； (3):c = ： y—ln ： y; 

解 （1) 如图 1. 199 所示. （2) 如图 1. 200 所示. 


(4) x 2 = sinjy . 

(3) 如图 1.201 所示 • 


(4) 如图 1. 202 所示. 



m 1. 200 



m i. 2oi 
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【369】 作出下列用参数形式表示的函数的图像 ，设： 

y=\ — t 2 ； ( 2 ) 工 =/+ 丄 ， y = t-\--^-; 

t t 

(3): c =10 cosr ， y=sint (椭圆）； （4) x = ch /，： y = sh / (双曲线）； 

(5) x =5 cos 2 /, 3；=3 sin 2 /； 

( 6 ) x = 2 (t — sint ) , y = 2(1 — cost ) (摆线）； 

{ 7 )x = t lft , y = A + l ( t > 0 ). 

解 （ l )： y —1 = — U — l ) 2 . 如图 1. 203 所示 • 

(2) 如图 1.204 所示. 图 〗. 203 




⑶备 +F = 1 . 如图 1 . 205 所示. 


m 1.204 



m 1.205 

(4) : r 2 —y = 1 .如图 1.206所示. 

(5) + + + = 1，且 0<: r <5,0<3；<3. 如图 1.207 所示. 

D O 




图 1. 206 图 1. 207 

(6) 如图 1.208 所示. 

(7) 如图 1.209 所示 • 
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图 1. 208 



【370】 作下列隐函数的 图像： 

( l )^ 2 — ocy ~\~ y 2 = 1( 補圆）； (2) x 3 ~\~ y 3 — 3: c ： y = 0( 笛卡儿叶形线）； 

(3) vG + V ^ = l ( 拋物线）； （4): rj +： yj =4( 星形 线）； 


(5)siar=sin3 ；； (6)cos(7rx 2 ) =cos(7r^); 

(7) x y = y x ( x 〉0，： y 〉0); (8) x ~ | x \ — y ~ | ：y | • 

解 （ l ) 将坐标轴按正向绕原点旋转45°，得新坐标系 a //， 则由旋转公 


式得 

代人原式得 



如图 1. 210所示. 



(2) 渐近线为 x + y^l = 0. 如图 1. 211所示. 

(3) 如图 1. 212所示. 


(4) 如图 1. 213所示 • 




m i. 212 



(5) ： y =: c +2々7 r 或： y =(2々 + l )7 r-：r (々 = 0,士 1,士2, …）. 如图 1. 214所示 • 

(6) 3 ； = > 2： 2 +2々或》= 2々一 > 2： 2 (走= 0，士1，士2广"）.如图 1.215 所示 • 

(7) 如图 1. 216所示.参看1544题的作图法 • 

(8) 如图 1.217 所示.图像包括第一象限阴影部分（连同边 界）： x >0, : y >0 以及第三象限的黑粗线部 
分 ： y = x , x <0, y <0. 
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m i. 214 


m i. 2i5 




m i. 2i6 


m i. 2i7 


【371】在极坐标系 （ r ， p ) 中作出下列函数的 图像： 
⑴〜阿基米得螺线)； ⑵々双曲螺线 ); 


(3)r= ^+r (0 <9<+ ⑺)； 

(5) r =2( l + cos 妒)(心脏 线）； 
( 7 ) r 2 = 36 cos 2 〆 伯努利双纽 线）; 


(4) r =2&( 对数螺 线）； 
(6) r =10 sin 3 9 (三瓣玫瑰 线）; 
⑻史 = ；^ ( r > l ); 


( 9 ) cp= 27 rsinr . 

解 （1) 如图 1. 218 所示.从从 = M 2 M 3 =… = 2 tt . 

(2) 如图 1.219 所示. 

(3) 如图 1. 220所示 • 



m 1. 218 



图 1. 219 图 1.220 


(4) 如图 1. 221所示. 

(5) 如图 1.222 所示. 
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图 1. 221 

(6) 如图 1. 223所示. 

(7) 如图 1.224 所示. 

(8) 如图 1. 225所示 • 



(9) 如图 1. 226所示. 



m 1. 224 


m 1 . 222 




m 1. 226 



【372】 利用函数 y = P —3： r + l 的图像近似地求解方程: r 3 —3: r+l = 0. 

解如图 1. 227所示.因 

七。 =1 〉 0 ， 3； L = o .4 = _0 * 136, 

所以，在0与 0.4 之间有一实根，约为 0.35. 

同法可求得其他二根为 1.53 及一 1.88. 

用图解法解下列 方程： 

【373】 x 3 - ix~l = 0 . 

解题思路 作函数及: y =4: r+l 的图像，它们的交点的横坐标 X 。即所求之 
根.必须注意在： r 。 的邻近研究函数 /( x )= x 3 -4 x-l 的符号，若 / U 。一 5)/(工。+ 幻 
<0 ， 则根： r 0 介于 x 0 — 5及 x 0 +占之间，其中占为 一 很小的某个正数. 

下列各题的思路相同. 

解作函数 ：y = ： r 3 及： y =4: r + l 的图像，它们的交点的横坐标即所求之根 
(图 1. 128). 

在图示的根 A 邻近研究函数 /( x )=: r 3 —4: r — 1，若 /( x 。 一幻 /( xo +^ CO , 则根 
• r 。 界于1。一3及: r Q + d 之间，其中5为很小的某个正数. 

经判别，根的近似解为一 1.86; -0.25； 2.11. 



图 1. 228 
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【374】 ： r 4 -4: r + l =0. 

解作函数 3 /=/ 及: y =4_ r — 1 的图像.如图 1. 229 所示.交点的横坐标即所求之根，其近似值为 0. 25 ; 
1.49. 




图 1. 229 图 1. 230 

【375】 ： r =2 一：. 

解作函数:及: y = ：r 的图像，如图 1.230 所示.交点的横坐标为 0. 64 ， 此即所求之根的近似值. 
【376】 lgx = 0. \ x . 

解作函数: y = lg ： r 及 : y = 0. l : r 的图像，如图1.231所示. 

交点的横坐标为 1.37 及 10, 此即所求之根，前者为近似值，后者为精确值. 



图 1.231 

【377】 I 0 x = x 2 . 

解作函数 7=1(^ 及 : y = : r 2 的图像，如图 1.232 所示.交点的横坐标为一 0.54, 此即所求之根的近似 




图 1. 232 图 1. 233 

【378】 taar = :c (0< x <2 丌). 

解作函数 y = tanx 及: y = x 的图像，如图 1. 233 所示. 

交点的横坐标为 0 及 4. 49, 此即所求之根，前者为精确值，后者为近似值. 
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用 




解法解下列方程组： 


f x+y = 1, 

[3791 

\ I 6 x 2 + 3 / =4. 

解作函数: y 2 = l — I 及-^+4 = 16：«： 2 的图像，如图 1.234 所示. 
交点为点 A ， B ， C 及 D ， 它们的一对坐标即所求之解（近似 值）： 


工1 

= -0.42, 

: yi 

= 1.19(A 点）； 

002 

= 0. 45, 

y2 

= 0. 74(B 点）； 

^3 

= 0. 54, 


= -0. 68(C 点）; 

工4 

= —0. 57 ， 

y\ 

=—1. 26(D 点） • 




f x 2 +y = loo ， 

【380】 

\ y =\0( x 2 - x -2). 

解作函数 

: r 2 + y =100 及 y = 10( x 2 — x —2) 

的图像，如图 1. 235 所示. 

交点为点 A ， B ， C 及 D ， 它们的一对坐标即所求之解（近似 值）: 


工 i 

= -1.30, 

: yi 

= 9.92(A 点）； 

J02 

= 2. 30 9 

yi 

= 9.73(B 点）； 

了 3 

=1. 62 ， 

3^3 

= -9.87(C 点 ）; 


= _ 0.62 ， 

3^4 

= -9.98(D 点 ）. 


§5. 函数的极限 

1 °函数的有界性设存在某两数 m 和 M ， 使得当：时， 

m </( x )< M , 

则称函数/(工)在这区间 6 ) 上为有界的. 

数 inf {/(了）}称为函数 /(: r ) 在这区间 U ， 6 ) 上的 下确界 ，而数 M G = sup {/( x )} 称为函数 

x6 (a ， b) xt (at6) 

/(■ r ) 在这区间 U ， 6 ) 上的上确界. 

差 M 0 ~ m 0 称 为函数 在区间 U ， 6 ) 上的 振幅. 

2°函数在某一点的极限设函数/( I )定义在集 gX = U } 上，且该集合以 a 为聚点.记号 
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lim / ( x ) =A (1) 

X—^fl 

表示，对于任一个数 e >0, 都存在数 5=^ e )>0, 使得对于满足条件0< I x - a | <心并使 /( x ) 有意义的一 
切 h 下列不等式 成立： 

| fix)—A I < Ce . 

函数的极限 （1) 存在的充分必要条件 是：对 于每一个数列 a («=1，2,…），下面的等式都成立 

lim f { x „)= A . 

n—oo 

有两个著名的 极限： 

( l ) lim ^ H ： = l ； (2) lim ( l + x)T = e . 

x -^0 JC x -^0 

柯西准则.函数/(:^在 a 点的极限存在的充分必要条件是 ：对于 每一个 e 〉0, 都存在 S = Me )〉0, 使得 

只要 

0<|工’一 a |<3 和 0< | X ” 一 a | <占， 

就有 

| f (^ x )— f { x ， ) | <£• 

式中 ■/ 和： T" 属于函数 /(X) 的定义域. 

3° 单侧极限 若对于任何6>0,都存在 5= SU )>0, 使得 

当 0< a - x <3( e ) 时，有 I A ' — /( X ) |< e , 则称数，为函数/( X )在 a 点的左 极限： 

A ’= lim /( x ) =/(a — 0). 

x-^a — 0 

类似地，若当 0 <:r — a <^( e ) 时，有 I A 〃一 /(: r ) |< e ， 则称数 A 〃为函数 /(: r ) 在 a 点的右 极限： 

A "= lim /( j :) =/(a + 0). 

•r 一 a + 0 

函数 /(： r ) 在 a 点的极限存在的充分必要条 件为： 

/(a-0) = /(a + 0). 

4° 无穷极限 约定记号 

lim / ( x ) = oo 

表示，对于任何的 E >0, 只要0< | x — a |<3( E )， 则有 

| fix ) I > E . 

5° 子列极限 若对于某数列； - a 有等式 

lim f ( x n ) = B , 

rr^oo 

则称数（或符号为函数/(1)在 a 点的子 列极限 （有限的或无穷的）. 

这些子列极限中最小的和最大的用 

lim /(: r ) 和 lim /( x ) 

来表示，分别称为函数 /( d 在 a 点 的下极限和上极限. 

等式 lim / ( x ) = lim / ( x ) 

为函数 /(： r ) 在 a 点有极限（有限的或无穷的）的充分必要条件. 


【381】证明 ：函数 

\ n , : r =2( m 和 n 为互素的整数，且《>0)， 

/(■r 叫 n 

10 x 为无理数， 

在每一点 I 为有限的，但并非有界的（即在这点的任何邻域中是无界的）. 

提示任给： r o > 0 , 注意在（工。_在，工。+幻内总有无限多个有理数.只要证明对任给的 》〉 0 ,/( x ) 在 
( x 0 —dfXo +在）内 无界. 用反 证法. 

证任给: ro > 0 , 当 I 。 固定时， /(： r 。） 值确定.由于有理数在数轴上处处稠密，故在： r Q 的任何邻域 
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(: T 0 — 心1。+ 幻内总有无限多个有理数.下面证明对于任给的谷>0,函数 /( I ) 在区间（ X 。一心了。+幻内是无 
界的.若不然，存在 M >0, 使当 xGU 。一 心心十幻时， 

| fix ) I < M . 

于是，在 （* r 。一 心々+幻中的有理数只能表示成+，|，…，&，其中々是与分母互素的整数， [ M ] 为 M 

的整数部分.由于这些有理数都在(1。一5，:*:。+幻中，故有 

( x 0 —》）[ M ]< A <(： r 。+》）[ M ] ， 

上式表明在 （ x 。 一 A ： r Q + 幻中的有理数仅为有限个，这与有理数在数轴上的处处稠密性相矛盾. 

于是，本题所定义的函数 /(： r ) 在每一点 : r (有限）的任何邻域中是无界的. 

【382】 若函数 /(■!•) 在：（1)开区间，（2)闭区间内的每一点有定义且局部有界，则此函数在该开区间内 
或闭区间内是否为有界的？举出适当的例子. 

解 （1) 一般地说，不一定.例如，函数 /( x ) = l 在（0，1)内每一点有定义且有界，但它在（0，1)内无界. 

J 0 


(2) 是有界的.事实上，若 /(:r) 在 [ a ，6] 无界，则存在使 lim /( A ) = oo. 取子列~ - x 0 G 

n-^oo 麾 

[ a ，6]. 显然， /( jt ) 在 jt 。 无界（即在 : r 。 的任何邻域中无界），矛盾. 

【383】 证明 ：函数 /( x ) = ^ j 在区间一 oo < Cr < + oo 中是有界的 • 


证 


当 | x|<l 时， |/(: r ) < 


1 + 1 


= 2.当 | >1 时， | f ( x ) < 


1 +分 _ 



因而，当 一 oo < Cr < + oo 时， I /( x ) I <2. 即函数/( X )在（一 oo ，+ oo ) 内是有 界的. 

【384】 iiE 明 ：函数 = 在点 x = 0 的任何邻域内是无界的，但当 x — 0 时不成为无 穷大. 


证当工 = (2 々| 1)7 r 时， /( 工 ）= 0; 而当 ： r=i 时， /(: r ) = ( — 于是，当 oo 时，点 兀 及 


7^- 均在点 X =0 的任何邻域内.由于 | ( — 1)1 7 T | 4 + 00 (々— + 00) ，故函数 /( JT ) 在点 X =0 的任何邻域内是 

々7 T 

无界的.然而当 A — oo 时，/( X )不断地与 Or 轴相交， gp /(■!■) =0( 这样的数： r 的集合是无限的）.因而，当 
: r -0 时， /(« r ) 又不成为无穷大. 


【385】 研究函数 f ( x ) = \ nx ^ sin 2 I 在区间 0< x < e 内的有 界性. 
解上方有界，它小于 line I . 下方无界. 


【386】 证明 ：函数 -在域 0<: r < + oo 内有下确界 m 0 =0 和上确界 M 0 = \. 

1 十 ：r 


证明思路 注意，当 0< X <+ OO 时， 0</( X )< l ， 且 /( JT ) 单调上升趋近于 1， 命题即 获证. 

证 0</(了）<1，且/(了）单调上升趋近于1，所以，爪。=0， M 0 = l . 

【387】 函数/( I )在闭区间|>，6]上有定义且单调上升，则在此闭区间内函数的下确界和上确界等于 
什么？ 

解 m 0 =/( a ), M G =/(6)， 其中 m 。 及 M 0 代表下确界及上确界，以下各题均采用此符号. 

求函数的下确界和上 确界： 

【388】 fU )= x 2 在（_2,5)内. 

解 771 q = 0 f Mq =25. 


【389】 


/(了) = yipp ■在 （— 00 ，+ 00 ) 内 • 


解 m 0 =0, M 0 = l . 

【390】 f ( x ) = ： j ^ j 在 （0 ， + c «) 内 • 

解由于 /( i ) 在（0，1)内为增函数，而在 （ l ，+ oo ) 内为减函数，且/( I )存在，所以， 
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m 0 =0, M 0 =/(l) = l. 


【 391 】 /(: r )=: c + 丄在 （0，+ oo ) 内. 

oc 

提示 注意，当 0< x < + oo 时，: r +^->2 及 lim /( x ) = + oo , 即 获解. 

OC + oo 

解由 1+丄>2知 mo =/( l ) = 2， 又 lim /(: r ) = + oo , 故知 M 0 = + oo . 

00 x-^oo 

【 392 】 /(:c) = siar 在 （ 0,+oo) 内 . 

解 m 0 = — lj M 0 = 1 . 

【 393 】 fU) = sinj ：+ cosj: 在 [0 ， 2 兀 ] 内 . 

解 由 /(: r )= V ^ sin ( x +-^* ) 知 m 0 = — #， M 0 = V ^. 

【 394 】 f{x) = 2 x 在（一 1,2) 内. 

解 m 0 =/(- l ) = y , M 0 =/(2)=4. 

【 395 】 /(: c ) = [>] : ( l ) 在 （0,2) 内； （2) 在 [0,2] 内. 

解 （ l)m 。 = 0 ， M 0 =1 ； 

(2) mo = 0 ， A^o ^2. 

【 396 】 /(: r )=: c —[: r ] 在 [0，1] 内. 

解 m 0 =0, M 0 = l . 

【 397 】 求函数 /(: r )=: r 2 在下列区间内的 振幅： 

(1) (1， 3); (2) (1.9, 2. I )； (3) (1. 99, 2.01)? (4) (1.999, 2.001). 

解 （1) 振幅以 w 表 示之. o > = M 0 — m 0 . 因为 m 。= 1 ， M 0 = 9, 所以 ,co=S. 

(2) m 。= (1. 9) 2 , M 0 = (2. I ) 2 ，⑴ =(2. I ) 2 — (1. 9) 2 =0. 8, 

(3) o >= (2. 01) 2 - (1. 99) 2 =0. 08, 

(4) o >=(2. 001) 2 — (1. 999) 2 =0. 008. 

【 398 】 求函数 /( :r ) = arctan 丄在下列区间内的 振幅： 

00 

(1) ( — 1,1); (2) (-0.1, 0.1); (3) (—0.01， 0.01)； (4) (-0.001, 0.001). 

解 （ l ) w = (― y )=7 T ; (2) w =7 r ; 

(3) cv = tc ; (4) oj = 7 r . 

【 399 】 设 m [/] 和 M[/] 分别为函数 /( x ) 在区间 U ，6) 内的下确界和上确界. 

证明： 若/“^)和/ 2 (>)为定义于（《，6)内的函数，则 

M[/l +/2] X / l ] + 4/2] 及 M[/l +/2]< M [/ l ]+ AC /2]. 
举出函数/^工)和 / 2 Cr ) 的例子，使上述两个关系式为：（1) 等式； （2) 不等式. 

提示 利用上、下确界定义且注意 m [/]</< M [/]， 命题易获证. 

证因为 

^[/ i ]</ i < M !/ i ] 及 rn\_f z ]</ 2 < M[/2 ] » 

所以， 

爪 [/ i ]+ 饥 [/2 ]</l +/2， 

从而有 

爪 [/l ] + 爪 [,2 ]«/l +,2]. 

又因 

/ l +/2< M [/ l ] + M [/ 2 ]» 

所以， 
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M[/i +/ 2 ]< M [/ 

(1) 当 f'iocm / 2 (* r ) 在 U ，6) 内具有相同的单调性，且 m 及 M 均为有限时，取等式. 

(2) f ,( x )= x 2 , f 2 U ) = ~ x 2 在区间（一1，1)内 

⑺ [/ i ] = 0， M [/ i ] = l ; 
m[/ 2 ] = — 1 ， M[/ 2 ] = 0. 

又因为 / i + A ^ O , 所以， 

mlfi +/ 2 ] = M[/i +/ 2 ] = 0. 

此时 

rn\_f x +/ 2 ]>^[/i ] , M[/i +/z ] + M [/ 2 ]• 

取不等式. 

【400】设函数 /(■!•) 定义于域 |>，+ oo ) 内，并且在每一个闭区间 [ a ，6] 上是有界的.令 

m ( x )= inf f ( O ， M ( jt ) = sup /(^). 

作函数: y = m ( x ) 和 ：y = M (: r ) 的图像，设： 

(1) /( x ) = sirLr ； (2) f ( x ) = cosx . 

解 （1) 如图 1. 236 所示. （2) 如图 1. 236 所示. 




m 1. 236 


【401】 利用 《e — 5 》语言，证明 ： limi 2 =4. 

x —2 

填 下表： 

£ 0.1 0.01 0.001 0.0001 
8 

证 |x 2 -4| = \x~2 \ I x+2|. 

先限制 |:r— 2|<1 ，即 1<X<3 , 则 

I x 2 — 4 I = I x—2 I I : r+2 I <5 I x~2 | 9 


取 } • 于是，当 0< |:r— 2|< 占时， |«r 2 —4| <e ， 即 limx 2 =4. 


e 

0. 1 

0. 01 

0. 001 

0.0001 


8 

0. 02 

0. 002 

0.0002 

0.00002 

• • • 
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14023 娜 -, 》 语言，证明， A— 


填 下表： 


E 

10 

100 

1000 

10000 

• • • 

8 







证 


任给 £ ： >0 ,要使 只要 o< 卜一 1 1 < 士，又只要 o< 1 1— 1 1 < 士（ £>1 ，），取谷 = 


min " ，令 } ，则当 0< | 了一 1 | 时， 


1 


(1-x) 




>£ ：，所以 ， lim 


(1-x) 


4"00 


E 

10 

100 

1000 

10000 

• • • 


0. 1 

0. 01 

0. 001 

0.0001 



【403】 利用不等式表示下列 各式 : 


(1) lim/(x )=^； (2) iim f(x)=b ； (3) lim f(x)=b. 

x-^a x-^a — 0 + 0 

举出适当的例子 . 

解 （ 1) 对于任给的 e>0, 存在数 5>0, 使当 0< |:r — a I <5 时 I /(I)—6| <£ ，此即 Yimf(x)=b. 
例如， /(x) =x+l , lim/Cx) = 2. 

X—1 

(2) 对于任给的 £>0, 存在数谷 >0, 使当 0<a — : r<5 时， | /(:r) 一 6 | < £ ，此即 lim f(x)=b. 

— 0 

( :r+ 1 ， ： r<l ， 

例如，若 /( 了 ） = 贝 1】 lim f(x) = 2. 

U ， x>i, 卜卜 0 

(3) 对于任给的 £>0 ,存在数占 >0, 使当 0<x — 时 ， | /( 了）一 /)| <e ， 此即 lim f(x)=b. 

j-^ci + 0 

例如本题 （ 2) 之例，即有 lim f(x) = 2. 

•r— 1+0 

利用不等式表示下列结论，并举出适当的 例子： 


【404】 （1) Yimf ( x )= b ； (2) iim f ( x )= b ; (3) lim f ( x )= b . 

JT 一 OO J 一一 oo 

解 （1) 任给 £>0,存在数 / V >0, 使当 Ul >iV 时 ， I /( x )—6| < e ，此即 lim /(: r )=6. 

jr-^oo 

(2) 任给 e 〉0, 存在数 N >0, 使当 : r < — N 时 ， I /(: r ) 一 6 | < e ， 此即 lim fU )= b . 

X —►一 oo 

(3) 任给 e >0, 存在数 iV >0, 使当： r>/V 时， |/(: r )—6|< e ， 此即 lim f ( x )= b . 

jr^ + oo 

例如，对于函数 /(： r ) = ^ F ， 即有 lim f ( x )= lim fix ) = lim f ( x )=0. 


【405】 


(l)lim/(:r) = oo ； 
x—a 

(4) lim /(x) = oo ； 

jr-^a — 0 


(2)lim/ (x) = —oo ； 

(5) lim fix) = —oo ； 

x-^a — 0 


(3)lim/(x) = +oo ； 

(6) lim fix) = +oo ； 

x-^a — 0 


解 


(7) lim f(x) =oo ； 

x-^a + 0 


(8) lim /(x) = — oo ； 

fl + 0 


(9) lim /(x) = +oo. 

: r—a + 0 


(1 ) 任给 E>0, 存在数占 >0, 使当 0< I x-a I <3 时 ， I fix) I >£： ，此即 lim/(x) = oo. 

x-^a 


例如 ， fioo、= -^v ，即有 lim/(:r) =oo. 

JO 丄 x-^1 


(2) 任给 £ ： >0, 存在数 5>0, 使当 0< I x-a| <3 时， /(:r)< — £：， 此即 lim/(x) = -oo. 

x-^a 

例如， fix) = - ~{<2 ^ 即有 lim/(:r )= —⑺. 

v jC 1) i—l 

(3) 任给 £：〉0, 存在数 3〉0, 使当 0 <|:r — “|<5时，/(1)〉£：，此即 lim /(: r ) = + c «. 
例如， /( x ) = 7 ~~ ，即有 lim /( x ) = + oo . 

( x — 1) j—l 
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(4) 任给£：>0,存在数谷>0,使当 0< a - x <》 时， | /( x ) | >£：，此即 lim / O ) 


x-^a — O 


L j 

例如， /( x ) = ^~7^ -，即有 lim /( x )= oo . 

丄一了 x -1-0 

(5) 任给 £：>0,存在数《>0,使当 0 <a — : r <3 时， /(: r )< — £：，此即 lim f ( x ) = - 

x—<i — 0 

例如，/(了） = —^~ r ， 即有 lim /( x ) = — oo # 

x—l x -1-0 

(6) 任给 £：>0,存在数 OO , 使当 0< a — : r <5 时， /(: r )〉£：， 此即 lim /( x ) = +oo 


— d 一 0 


例如， /(x) = h ， gPW lim / Cx ) = +oo. 

(7) 任给 £：>0,存在数3>0,使当 0 <:r — a <5 时，丨 fix ) \ >£：，此即 lim f ( x ) = 


•r+a + 0 


例如， /(: r ) = ^ - 1 丄； 1 ，即有 lim /( x ) = oo . 

工 1 JT 一 1+0 

(8) 任给 E >0, 存在数占〉0,使当 0 O — a <3 时， /(: r )< — £：，此即 lim f ( x ) = — 

I 一 a + 0 

例如， /( x ) = ： j ~^ —，即有 lim fix ) = — oo . 

\~X x-H-0 

(9) 任给 £〉0,存在数8>0,使当 OO — 时， /(>)〉£：， 此即 lim /(： r ) = +oo 


mn , fU)=— v 即有 =+ oo. 


【 406 】 （ 1) lim f(x) =oo ； (2) lim fix) = —oo ； (3) lim/(:r) = +oo ; 

x-^oo x - ^ 00 X^^oo 

(4) lim /(x) = oo - (5) lim /(x) = —oo ; (6) lim f(x) = +oo ； 

~ oo 一 00 X - ♦ 一 OO 

(7) lim fix) = oo ； (8) lim /(x) = —oo ； (9) lim f(x) = +oo. 

j-^4 - oo 4 - oo + oo 

解 （ 1 ) 任给 E>0 , 存在数 N>0 , 使当 |:r|〉iV 时， \f(x) |>E ，此即 lim/(x)=oo. 
例如，，则有 lim/(:r)=oo. 

J • 一 ，oo 

(2) 任给 £ ： >0 ,存在数 iV>0 , 使当 |i|〉/V 时， /(x)< — £：， 此即 lim/(:r) = -oo. 

x-^oo 

例如， /(T) = — :c 2 ，即有 lim/(:r) = — oo. 

X-^OO 

(3) 任给 £ ： >0 ,存在数 N>0 , 使当 |x|〉；V 时， /(x )>£：， 此即 lim/(x) = +oo. 

x — ^OO 

例如， /(:r) =:r 2 ， 即有 lim/(x) = +oo. 

j—oo 

(4) 任给 E 〉 0 , 存在数 N>0, 使当 : r< —N 时 ， I f(x) | 〉£：，此即 lim /(x) = oo. 

一 OO 

例如， /( 了 ） = ( 一 1) j 了，即有 lim /(x) = oo. 

一 OO 

(5) 任给 £ ：〉 0 ,存在数 N>0, 使当 ： r< —N 时， /(x)< —E , 此即 lim /(x) = -oo. 

一 oo 

例如， /(I) = 1 ， 即有 lim f(x) = —OO. 

X 一 一 OO 

(6) 任给 £>0 ,存在数 /V>0 , 使当 一 N 时， /(x)>E ，此即 lim /(x) = +oo. 

一 oo 

例如， /( 了） = ― 工，即有 lim /(x) = +oo. 

— oo 

(7) 任给 £ ： >0 ,存在数 N>0, 使当 : r>N 时 ， I /(x) | >£： ，此即 lim /(x)=oo. 

j：—+ 00 

例如， /(x) = ( — \ ) J x 2 , 即有 lim /(x) = oo. 

+ oo 

(8) 任给 E>0 , 存在数 N>0, 使当 : r〉iV 时， /(x)< —E ， 此即 lim fU) = ~^. 

了一 + oo 

例如， /(J：) = — 了，即有 lim /(x) = —c». 

Z 一十 OO 

(9) 任给 £>0 ,存在数 /V>0, 使当： r>N 时， /(:r )>£： ，此即 lim /(x) = +oo. 

j • 一 + oo 

例如， /( 了 ） = *r 即有 lim /(x) = +oo. 

X-^ + oo 

【 407 】命 : y = /( ： r). 利用不等式表示下列 结论： 

( 1 ) 当 了 —a 时， y—^b — 0; (2 ) 当 x—^a 一 0 时， y—^b — 0 ； 
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(3) 当 ： r—a + 0 时， y—^b—O ； 

(5 ) 当 x—^a — 0 时， 6+0; 

(7) 当 :r—oo 时， y-^b—0; 

(9) 当 :r—^ + 00 时， y—b — 0 ； 

(11 ) 当 x—^ 一 oo 时， 6+0; 

举出适当的例子 . 

解 （ 1) 任给 e >0, 存在数 5>0, 使当 0<|:r 
时， : y — 心 一 0. 


(4) 当 : r—a 时， y -^ b -\~0； 

(6) 当 ： r — ►“ + () 时，6+0; 

(8) 当 — oo 时， y-^b 一 0； 

(10) 当 : r—oo 时， jy -^6+0 ； 

(12) 当： r - ►十 oo 时， jy -^6+0; 

a | 时，0<6 —: y < e ， 此即 lim /(: r ) =6— 0, 或当 


例如 ，: y = — | x | ，即有当 ： r — 0 时 ，: y—0 — 0 . 

(2) 任给 e >0, 存在数8>0,使当 0< a — 了<3时， 0<6 — y < e ， 此即 lim f(.r)=b~0. 

x-^a — 0 

例如 ， ：y = *3：， 即有当 x—0 — 0 时 , 3;-►0 — 0 . 

(3) 任给 e 〉0, 存在数5〉0,使当 0 <x — 时， 0<6 —; y < e ， 此即，当 x—a + 0 时，: y—6 —0. 
例如，: y = — J ：， 即有当 x-^0 + 0 时 ， jy —* 0 _ 0 . 

(4) 任给 £ >0,存在数谷>0,使当0< | a_:r | <& 时， 0<： y -6< e ， 此即，当 x—a 时，: y —6+0. 
例如 * y = I oc I ，即有当 x — 0 时 ,^-**0 + 0 . 


(5) 任给 £>0,存在数占>0,使当 0 <a —时， 0 <：y —6< e , 此即，当 j ：^ a ~0 时, y 6+0. 
例如 ，: y = _ 了，即有当 jr -^0 — 0 时 ，; y —0 + 0. 

(6) 任给 e >0, 存在数占>0,使当 0 <:r —时， 0 <_y — 6< e ， 此即，当 : r — “ + 0时，/，+ 0. 
例如 ，: y = x ， 即有当 ar -^0 + 0 时 0 + 0. 

(7) 任给 e 〉0, 存在数 N 〉0, 使当 | a :| 时， 0<6 —： y < e ， 此即，当: r — oo 时， 0. 


例如，尸 - y ^’ 即有当 x — oo 时 O -0-0. 

(8) 任给 £>0,存在数 N >0, 使当 时，0</;—5<£，此即，当: C 4 — 00 时， y —/)—0. 


例如，: y = l ，即有当: r —— 00 时 , y -^0 — 0. 

J 0 


(9) 任给 e 〉0, 存在数 / V >0, 使当 i>iV 时， 0<6_： y < e ， 此即，当: r —+ oo 时，— 0. 


例如， —了，即有当 I —+ oo 时， ^0-0. 


(10) 任给 e >0, 存在数 /v>0, 使当 


x 


〉 N 时 — 此即，当: r — 00 时，: y — 6+0 


例如， 


x 


，即有当: r -^ oo 时， jy —0 + 0. 


(11) 任给 e >0, 存在数 N >0, 使当 : r < — iV 时， 0 <：y —6< e ， 此即，当: r —— oo 时，6+0 


例如，: y = — —，即有当 : r —— 00 时， y -^0- h 0. 


(12) 任给 e >0, 存在数 N >0, 使当： r〉iV 时， 0 <：y — 6< e ， 此即，当工—+ 00时，3；-^+0. 

例如，尸士，即有当：一 OC 时， r 0 + 0. 


【408】 设 />(: c ) =(2 o ： r ” + ai ： c n — 1 +… + a „ ，式中 a , (1 = 0,1 ，…， w ) 为实数 • 

证明 ： lim | p ( x ) I = + oo . 

X-^OO 

证 不妨设 a 。 关0,则 


P ^ oc ) I ^ I a 0 I • \ x n 



由于 li 


m 


Ul 1 ' 


0 (纟= 0，1，2,…，/ 2 )，故存在£^>0,使当 \ x \> E x 时，恒有 


1- 


/ Ul 1 • 1 , 1^2 I 
V a 0 I 


x \ I a 0 I I x 


+ … 


+ 恤 

\ a 0 


I x 
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从而有 I P(X) II a 0 I • I x I n . 


任给 M >0, 设 E : 



2 M 

Clo 


•取 f ^ maxCK ， E 2 )， 则当 |: r | >£ :时，恒有 I pU ) | > M ，故 

lim I pCx ) I = + oo . 


【409】设 R (; r ) = , a 。乞 +? lX :」卞… +?” ，式中 a 。 关 0, b 0 ^0. 


b 0 x m -\~bi 


H - \-b 


m 


证明： 


hmR ( x ) 


<00, 

n>m ， 

a 0 


1 ， 

n = m ， 

、 0, 

n<Cm. 


提示分子及分母同除以 ： r m ，命题即可获证. 


证分子分母同除以 X %得尺 U ) 


Clo 


x n ' m +aiX n - m ~ 1 H - ha n a: 


m 


b 0 -\rb\X~ l + ••• 


m 


当时，分子趋于无穷，分母趋于6。，所以， limR ( x ) 




当 n = m 时，分子趋于 a 。 ，分母趋于6。，所以， YimR ( x ) 


X-^OO 


do 


当 r 2< m 时，分子趋于0,分母趋于6。，所以，1丨111尺(2) = 0. 


【410】设 R ( x ) 


P ( x ) 

QU ) 


，式中 P (: r ) 和 Q (: r ) 为: r 的多项式，且 P ( a )= Q ( a )=0. 


銳⑨齡浦？ 

解 若 a 仅为 PCx ) = 0 R Q ( x )=0 的一重根，则极限为一确定值（不等于 零）. 


a 


QU ) 


若 a 为 PU )=0 的 rz 重根，而为 Q ( x )=0 的 m 重根，则当 rz 〉 m ( W ， m 均大于 1) 时，此极限为0;当 n<m 
时，此极限为 oo ; 当 《 = m 时，此极限为一不等于零的值. 

总之，极限为0,或为 oo , 或为不等于零的值. 

求下列各式 之值： 


【411】 （1) lim 


x 


2 -1 


x-o2x — X— 1 


(2) lim 


x 2 -l 


； r ； 2x 2 -x-l 


9 


⑶ lim fl" 1 ，! 


解⑴ = 彐 


1. 


(2) lim 


x 2 -l _ y ( x -1)( j +1) 
lx 1 — x — 1 J ??(2 x +1) (x — 1) 




r : r +1 

_ r ^2 x+l 


2 

3 


(3) lim 


x 


2 _ 


1 


1 一 


2 x z — x — 1 


lim 


x 


2- —-A 

X X 


2 


【412】 lim 

x-^0 


(1+ x )(1 + 2 j )(1 + 3 x )-1 


x 


解 （ l +: r )( l +2: r)(l + 3: r ) = l + 6 x + ll : r 2 +6: r 3 , 于是， 


lim 

•r—0 


( l +: r ) (l + 2 x ) (l + 3 x ) — 


x 


lim (6 + 11 x +6 j : 2 ) = 6 

x-^0 


【413】 


lim 

•r—*0 


( l + x) 5 -(l + 5 x ) 

x 2 + x 5 


解 


lim 

x-^0 


(1 +x) D — (l + 5x) 


x 


+ x 5 


lim 

x—o 


x 3 +5工 4 + 10 a : 3 + 10 x 2 


x 


+ x 5 


lim 

•T—0 


x 3 +5x 2 +10x+10 


10 


111 


【 414 】 lim n +^ r -( i +^) 

j -^0 X 


rn 


( m 与 n 为正整数）. 


提示 将 （1+ ⑺ x) n 及 （ l + nx) m 展开即易获解 


解 


(l^mx) n -(l + nx) m 


x 


[ \-\-nmx~\- —nin — \ )m 2 x 2 + ••• + w n x n ] — [1 + mn:r + 


m 


(m 一 - l)n 2 x 2 -••• -\^n m x m ] 


x 


x 




mn{n 一 m) +o(*r ) ， 


于是， lim 

_r—0 


(1 + mx) n — ( 1 + nx) 


m 


mn ( n 一 m ) • 


x 


* ) 0(了）表示当 x -^0 时的无穷小量. 


【415】 lim 


(x-l)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5) 

(5x~\r 


提示 利用 409 题的结果. 

解分子的最高次方为 5 次，分母的最高次方也为 5 次，因而当 x—oo 时，此分式的极限为分子与分母 
的最高次方系数之比，于是， 


lim 


• oo 


(:r — 1 ) (x — 2) (x — 3)(:r - 4 )(jt — 5) 

(5o~l) 5 


【416】 lim 


(2x-3) 20 (3x+2) 30 


(2 x + l ) 


50 


提示 利用 409 题的结果. 

解分子与分母的最高次方相同，故 


lim 


(2x-3) 20 (3x+2) 30 2 20 • 3 


30 


(i) 


(2 x +1) 


50 




2 50 


30 


1 . ( x + l )( x 2 + l )".( JT n + l ) 

【417】 lim - —i - 

一 [(” x )” + l ] 

提示 分子与分母的的最高次方均为^^，并利用 409 题的结果. 

解分子的最高次方为1+2 + — + « = ^^，它与分母的最高次方相同，所以 


lim 


(X+1)(JT 2 +1) … （ J n + 1) 

[(盯)” + 1]… 


n(n+ 1> 


n 


【418】 lim 


.2 _ 


5 x + 6 


3V-8x+15* 


解 nm ， 2 H = Hm : 1; ; r g = — 二^ 

一 8 x 十 15 x -^3 C - T —3) Cjt —5) x -35 


w r x 3 — 3x4-2 

【419】 lim —~~———. 

lx —4:+3 

提示 注意分子及分母分解因式后 ，有 

: —3j: + 2= (:r — 1 ) 2 (jt + 2 ) ， x A —4x+3= (x~ 1 ) 2 (x 2 •+ *2x+3). 


解 lim = 


x 


— 3 x +2 


x 


-4 x +3 


lim 


( x - l ) 2 ( x +2) 

(x _ 1 ) 2 (x z +2x+3) 


” ： r +2 

匕 2 +2，+3 


2 


【420 】 li 


— 3x+2 




解 lim 


x 3 一 3 x +2 
— x +1 




lim 


( x — l ) 2 ( x +2) 


r x +2 _. 

lim — ~ : : ~r = !• 


IX — X 




i(x-l) 2 (x 2 +X+1) x-llX 2 +X+1 
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O 原书 419 题与420题相同 


【 421】 lim 


x 


-2x 2 -4x+8 


:二 1 x 4 -8x 2 + 16 


解 lim 


x z 一 2x 2 — 4xH~8 
: c 4 -8x 2 + 16 


lim 


( x -2) 2 ( x +2) 
( x -2 ) 2 (x + 2) 2 




4 


【 422 】 lim 


X 


-2x-\ 


\x 


-2x-Y 


解 lim 


x 


-2x-l 


ix 一 2 x 一 1 


lim 


( jt +1)( x 2 — x — 1) 


\ Cx -\- 1) ( x 4 一 X 2 + x 2 — x — 1) 


lim 


X 2 — X— 1 


♦ — 


IX 4 —X 3 -\~X 2 — X — 1 


【 423 】 lim 


( x : 


x 


- 2) 21 


(: r 3 — 12 x +16) 10 • 


提示仿419题的解法，将分子及分母分解因式，且注意 x 3 -12 x +16=( x -2 ) 2 (x + 4) 


解 lim 


X 


(x 2 -x-2) 20 (x-2) 20 (x+l) 20 _ r (x+l) 20 _ 3 20 — 

( x 3 -12 x +16) 10_ l 1 I ?(^-2) 20 ( x +4) 10_ i ， ^( x +4) 10_ 6 T ^ _ 




【 424 】 lim 

• r—1 


x-\~x 2 -\ - ] rx n —n 

x 一 1 


提示 x-\~x 2 + ••• x tl 一 n= {x 一 1)[ t?+(w 一 1 ) x + (n 一 2) x 2 + ••• + : r n_1 ]• 

解 x+xH - \-x n -n={x~\) J r{x z -\)-\ - h(x n -l) 

= (X—l)[l + (X+l)+“. + {x n ~ 1 + ： T"—2 + … + 1)] 

= (x-l)ln+(n-\)x+(Ti-2)x 2 ^ - h^" 1 ]. 


于是， 


lim 


x~\~ x 1 + ••• -\~ x rl — n 


x 


-1 




lim [ n + (rz — 1 ) x + (n —2) x 2 + ••• + x n ~ l ] 


n~\- (n 一 l) + (n 一 2) + ••• + 1 


n(n+l) 


^r m — 1 

【425】 


X m -\ 


解 ^-1 


lim 


X 


m 


+ ：r 爪一 2 H - hx+1 


-1 X 


+ /一 2 + … +1+1 


m 


n 


【 426 】 U 为正整数 ）. 


jr - a ) 2 


提示令 :r = a + ： y ， 则当： c — a 时 ^ y ^ O . 将 （a + jy ) n 展开 • 

解设 x = a + ： y ， 则当 ： r-^a 时， : y—0. 代入，得 


lim 




{x n -a n )-na n ~ l {x-a) 

(x-a ) 2 


lim 

y—O 


( a -^ y ) n — a n — na n ~ l y 


y 


lim[T^(7i — l)a n ~ 2 ^-^jn(n—l)(n — 2)a rl ~ 3 y-\- 999 +/— 2 ] = —^ ~ 0 — 
Z ! 6 ： l 


【 427 】 lim 


x n ^ 1 一 (y?+l):r + y2 
(x-1) 2 


U 为正整数 ）. 


提示仿 426 题的解法，令： r = l + ： y . 

解设 : r=l + > 则当 : r— 1 时， : y—0. 代人，得 


lim 


x n ^ 1 -{ n ^ r\)x + n 
( x -1) 2 


lim 

y—0 


(1+30 


n-hl 


(n+l)(l + 3 ； )+r2 


y 


lim 

v—0 


~ l +jyCw+i) 打(行 一 i)y~^ — ^y" 


” U + l ) 


【 428 】 —(m 和 ” 为正整数 ） • 

解题思路 当 m^n 时，不失一般性，设 m</ 2 , 且令 m + L = n (ZGN). 通分后求极限，所得结果对于 
m = 的情况仍 适用. 
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解当 m = n 时，此极限显然为零 . 

当时，不失一般性，假设 m<r 2 , 且 m^L = n . 此时 

m 一 n _ m( 1 +x+ •••+〆— 1 ) — n( 1 +x+ ••• +:r m — 1 ) 

l-x m_ l-x w_ (r-x)(l+x + x 2 H - hx^-'Xl+xH - hx^ 1 ) 

_ —l—lx - lx m ' x +m ， +yy 2 j m + 1 H - hm:r m ‘ 卜 1 

(l-x)(l+xH - h^^'Kl+xH - hW 1 ) 

_ - hm/jrm— 1 +/(7/2-1 )x m ^ 2 +/(m-2)x w ~ 3 H - h/ 

(l+jr+w+jr ml Ml+x+w+f’— 1 ) (l+JT+m+jr 7 "— 1 ) (1+x+ … +:r m ’ 1 ) • 


于是， 


1 ^(t^ 


与卜 ― 


/t2[1+2H - K/ — 1)] + / [ ⑺ +(m—1)H - hi: 

mn 


m 


Id 一 1) , //?/(m+ 1 ) 



1) m 


n 


mn 


2mn 


当 m = n 时，上述结果就等于零 . 即上述结果对 m = n 的情况仍然适用 


总之，不论 m 及〃为任何的正整数，均有 


m 


T ^) = 


m — n 


[429J lim 

fl-^oo 71 




解 lim 


n 


(: r + f)+(x+gh"+(:r+5 


(n-\)a 


^j{ (7I_1)J:+ f [1+2+ … 一 1)] 卜 ) =x+ 1 


【 430 】 lim 丄「 (: r + 土 ) +(x+—) + … +( 1 +^^ 

n-oo w L v n / v n 7 x 71 


(<n —\ ) a \ 2 


提示 利用 2 题的结果. 


解 


) 2 + (1+ 竽 )+… 




2 - 


71 


lim — 

n-^oo 71 


(n-l)x 2 + —[1 + 2H - h(rz—l)] + ^r[l 2 +2 2 H - h(” 一 l) 2 ] 

n ?r 


lim 


72 


( y |-l)x 2 +^x+- (yZ ~ 1 ) . ( 2 y 2 ~ 1 ) a 2 > = 

1 bn 




a 


rm, v 1 2 +3 2 + ". + (2az— l) 2 
【 431 】 ! 巴 2 2 +4 2 + … + (2”) 2 • 


提示 1 2 +3 2 H - h(2 w -l) 


n 


(4 ； 2 2 -l). 


解 l 2 +3 2 + … + (2/2-l) 2 


n 


(4rz 2 -l )， 2 2 +4 



• • • 


+ (2”） 


) (2 n + 1 ) 
3 


于是 ， lim 


l 2 +3 2 + 


+ ( 2 rl ) i =Um 




2 2 +4 2 + … + (2rz) 2 


2(”+l) 


1 


【 432 】 lim 


l 3 +2 3 + … + m 3 


n 


n 


4 


提示 l 3 +2 3 + … +rz 3 





(«+l) 


解 


lim ( l3+23 卜.七 3 

n-^oo V 


n 


1) 


lim 

n—00 


n 2 (n-^l) 
^ 4^~~ 


n 


4 




lim 


2 行 + 1 1 


An 


* ) 利用 3 题及 1 题的结果. 


【 433 】 lim 


l 3 +4 3 +7 3 H - h(3n-2) 3 

[1 + 4 + 7H - h(3” 一 2)] 2 
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解题思路令 1 3 +4 3 +7 3 + - + (3”一2) 3 =礼及[1 + 4 + 7 + - + (3« — 2)] 2 = % ，则： yvM >% ，且 

jy n -^ + 00 . 

利用143题的结果. 

解令 I 3 +4、 +7 3 + …+ (3 w — 2) 3 =: r „ ， [1 + 4 + 7 + …+ (3”一2)] 2 =_ y n ， 

则： y w +i >%，且 : yn — + °°，由于 


工 "+1 ~ opn _ (3 打 +1) 3 _ 

細一％ — [1+4 + 7 + … + (3w+l)] 2 -[l + 4 + 7 + - + (3n — 2)] 2 



(3w+ 1 ) 3 



—3 


(3/2+1) 


— OO ). 


利用 143 题的结果，即得 lim 


1 3 +4 3 +7 3 +… + (3/2 — 2) 3 
[1 + 4 + 7H h(3w-2)] 2 


3. 


2 

【 434 】 把由抛物线 5 = “^)，0: r 轴及直线 ： r = a 所围成的曲边三角形 OAM (图 1.237) 的面积，当 


作以 i 为底的各内接矩形面积之和当^ 

n 

提示 先求各内接矩形的面 积和. 


— ►oo 


的极限值，求此面积. 


解底的〃个分点为0, 


2a 


n-\ 


n n 


n 


它们所对应的高为 


“ (士 r ， ^) 2 


于是，得内接的〃个矩形面积之和为 


ti nKn , 


aft ( n — l )(2 w —1) 


6n 2 


当 oo 时，它趋向于#，即面积 OAM = ab 


3 • 



图 1. 237 


求极限: 


【 435 】 lim 


\! jt + y/ x^yfx 

\/工 +1 


解分子分母同除以77,得 


lim 


V JT+ \/ x^\-yfx 
\/r +1 


lim 



【 436 】 lim 


x 


■J~X -\-yfx H~\/x 

\/2工+ 1 


提示 分子分母同除以 
解分子分母同除以&，得 


lim 



1 + 



X + MX' 



1 



1 + 


1 


X 


v 2 x +1 


lim 


1+x 一 i+:r 一 7 



2 + 


1 


72 


X 


【 437 】 lim / L +2 x -3 > 

— 4 Vx — 2 

提示 分子分母同乘以它们的共扼因式. 
解分子分母同乘以它们的共轭因式，得 
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lim V / l + 2x-3_ li ^ ( 71 + 2^-3)( 71+2^+3)(7^ + 2) 


v ^-2 


{yfx — 2) {yfx -\-2) { \/r+2x +3) 


lim 


2(x-4)(V^ + 2) 


lim 


4( ： c 一 4)( yi + 2x+3) 


+ 2 ) 


4 v 1 +3 


4 


【 438 】 


lim 

X —-8 


\/l — x — 3 

2 +K • 


提示分子及分母同乘以式 （\/\ — x + 3)(4+ ^/~o^ — 2 ^foc). 


解 


lim 

— 8 


yl — x 一 3 

2+^7 


lim 

•r — 一 8 


(\/\ — x —3)( vl 


x 


+ 3)(4+ y/x^—2 l[x ) 


(2+v^)(4+ 一 2 Ifx ) ( \/l 


x 


+ 3) 


lim 

x-^-8 


(8 + X) (4 + y/~x ^ — 2 Ifx ) 
(8 + x)( \/\ — x + 3) 


lim 


4 + V ?"— 2 yfoc 
y/l — x + 3 


-2 


【 439 】 lim 


\fx —\fa~\- \/~x 




提示分子及分母同乘以式 （vT +V^). 


解 V ^"+ Vx — g — ^~+ \/ x~a ) ( V ^ + V ^) 




\/ x 2 — a 2 




\/x 1 — a 2 ^\fx +V^) 


y/x — a ( \/x — a +y(r 4~\/g ) y/x — a - {-^fa 


Vx — a \/x-\~a ^\fx +V^) 


x-^a 


y/x~\~a (y/x +V^) y/2a 


(a>0) 


【 440 】 lim 


y 13 一 2 \Zx+l 
x 2 -9 


解 


“ m \/： r +13 — 2 \/ x ~ t ~ 1 _ |.^( y / x ~\~ 13 — 2 \ Zx+l )( \ Zx +13 + 2 y /1 ) 

x 2 ~9 : r—3 (x+3)(:r — 3)( y/ x+13 +2 y /1 ) 


lim 


3(x-3) 


lim 


-3 


3 (x —3) (: c+3)( \/ x+13 +2 vx+1 ) (: r+3) ( \/ ： r+13 +2 v^+l ) 


【 441 】 lim 


1/ x 一 6 +2 
x 3 +8 


解 


lim 

-—-2 


1/ x — 6 +2 
x 3 +8 


lim 

:— -2 


6~ h 2)( y ^( x ~6) 2 ~2 y / x ~6 +4) 

(: r 3 + 8)( y /(x — 6) 2 — 2 1/x — 6 + 4) 


lim 


1 


2 ( 工 2 — 2x+4)( 1/ (x — 6) 2 — 2 1/ x — 6 +4) 


144 


【 442 】 lim 


^foc — 2 


• 一 4 



解 lim 


^[ x _ 2 


X 



lim 


-4 


+2 


【 443 】 lim 


v 9 + 2 x — 5 




解 lim 


\/9 + 2 :r — 5 

h 


lim 

x-^8 


(\/9 + 2 x — 5)( \/9 H ~ 2 x ~ h 5) ( 1/ x 1 + 2 Ifx + 4) 
( v ^ — 2) ( y/x +4)( v ^9 + 2 x +5) 


2{[m YZ±^±± = u 

x ^ 8 \/9 + 2 :r +5 


【 444 】 


lim 

x -^0 


VIT 


X 




1 


X 


(rz 为整数 ）. 


解 lim 


— 1 


lim 


0 


X 


0 


( yTT 7 - l )( 7 ( l +^) w ~ 1 + 7 ( 1 + 了 )”- 2 + … + 1 ) 

x ( 7(1 + 1)”— 1 + 7( l + x )”- 2 H - hi ) 
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lim 


1 


0 \/( 1 +:r) n — 1 + \/( 1 -\-xY~ 2 + ••• + y/\^rx +1 


n 


【 445 】 


lim 


v 1 ~2x~ x 2 — (1+x) 


X 


解 


lim 

x —0 


v 1 一 2 


X 


X — 


(1 + x ) 


X 


lim 

x^O 


(vl 一 2j: — x 2 — 1 — x)( v 1 — 2x — x 2 +l+:c) 


x ( \/l — 2x 


+1 +x) 


lim 


2(2 + x) 


- 2 . 


— 0 V \-2 x - x 2 +1 + 


x 


【 446 】 lim 


^/8 + 3 x - x 2 - 


0 


JT + 


X 


解 


lim 

j—0 


v^8 + 3x — x 2 - 2 
j + x 2 


lim 

x-^0 


(^8 + 3x — X 2 — 2) 癱 ( y/ (8H~3x — x 2 ) 2 ~h2 y^8-j-3j ： — 工 2 +4) 

( 1/ (84*3x — x 2 ) 2 +2 \/S~\^3x — x 2 +4) - 


(: r + x 2 ) 


lim 


3 一 x 


-°(l+x)( ^(8 + 3 x-j 2 ) 2 +2 >8 + 3x-x 2 +4) 


【 447 】 lim 


1/21 + x — 1/21 — x 


解 lim 


X + 2 y / x ^ 

v /27 + x — y /27 — x 


X 


+ 2 沒 


lim 


oL 


( 夕 (27+ 工 ) 2 + 夕 27 2 -^ 2 + ^(27-x) 2 ) 


(: r +2 \ fx ^) 


(^(27+x) 2 + ^/27 2 -x 2 4 - >(27_x) 2 )- 


lim 


一 。 （1 + 2$) ( 夕 (27 + :r) 2 + 夕 27 2 —x 2 + 夕 (27 —:r) 2 ) 2V 


【 448 】 lim 


vl — vl — X 




x 


解 lim 


vl oc — v 1 — x 


X 


lim 


lim 

x -^0 


(\/l ~ t ~ J — y/l — J ： ) ( \/l 4 ~X + \/l ~~ X ) • ( y ^( 1 ~\~ x ') 2 ~ t ~ y^l — X 2 ~ t ~ y ^( 1 — x ) 2 ) 

- ( vTT 7 - ( vTT ^+ x / r ^7) ' ( ^( l + x ) 2 + ^/( l - x ) 2 )- 

V^( 1 + J) 2 + y/\ — X 1 + 1/ ( 1 — x) 2 3 


【 449 】 lim 


\/l +X + \/l — -T 

\/: r +2 — x ~ h 2 Q 
y / x +9 — 2 


解 lim 


lim 


lim 


lim 


lim 


\Zx~t~ 2 — 1/ xH~20 
*r+9 一 2 

( a^T~x+2) 3 — y/ (x+20) 2 )( x~I~ 9 H~2) ( %/ xH~9 + 4) 

( ^x~\~9 —2)( >yx+9 +2)( \Ar+9 +4) 

( 夕 (:r+2) 15 + Yu±2WU±20y + … + 夕 (x+20) 10 ) 

(^(x+2) 15 H - h ^(x+20) 10 ) 

[(: r+2) 3 — (x+20) 2 ]( y/ x+9 +2)( \/:r+9+4) 

(x—7)( v^Cx+2) 15 H - h >( 工 +2) 10 ) 

(j ： —7)(x 2 +12j:4-56)( y/ .r+9 H~2)( y/ x+9 +4) 
(x-7)(^/(x+2) 15 H - h >(x+20) 10 ) 

(:c 2 + 12x+56)( y/ : r+9 +2)( \/x+9 + 4) 


7 ^/(x+2) 15 + ^/(x+2) 12 (x+20) 2 + … + ^/(x+20) 10 


189 


_ .4-8 _— 6048 

3 5 +3 4 • 3 + 3 3 • 3 2 +3 2 • 3 3 +3 • 3 4 +3 5 _ 1458 


4 


4 
27* 
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[4501 





[451] lim - , ■ - 

卜 o7l + 5x — (l+x) 


解 lim 


x 


0 \/l + 5 :r — (1 + : r ) 


lim 


x 2 ( ^^~l + 5 :rV + y^Tl + 5 j :) 3 ( l+jgp + .M + d + jr ) 1 ) 

(1 + 5: r ) — (1+ JT ) 3 


lim 

x—o 


>( l +5 x ) 4 + >(l + 5 x ) 3 ( l + x)H - hd + x ) 4 


10-10 x -5 x 2 - x : 


2 


【452】 lin y]+ax - 7 l + 企 (m 及 W 为整 数）. 

x-^0 OC 

解题思路分三种情况 ：（1 )W 及72均为正整数； （2 )m 及 n 均为负整数，可令 m = — m\n 
' 及 〆 为正整数； （3) m 及 n 中有一个为正整数，另 一 个为负整数. 

解如果 m 及 H 为正整数，则 


lim ^^~ aa: — 71+ 知 — _ ( 1 +gx) n — (1 +^r) m _ 

， x ^r(7(l + ax)” (m " 一 ” H - h"7(l+/Jr) m(ffm ' 1) 

” (rza-^/?) + (Ga 2 xH - G〆 - 

lim ^ _ __ 

”0 y/(l-\-axr imn ^ l) H - h % /(l+/?x) m(mn - 1) 


ng — m^_ a _ 

mn m n 


如果 mRn 为负整数.设 m =— W ,72=- V ， 其中 W 及 〆 为正整数，则 


V^l+ax — vlT^r = 


Vl+j3lr—Vl+ax 
m y/l"hax • 


上式的分母趋于1，于是利用本题前半段的结果，得 


Vl + 知 — m ^/l-hax 

x -^0 X 



如果 m 及〃中有一个为负整数，另一个为正整数，则同法可证上述结论仍然成立.因此， 


lim 7i+ax-yr ±^ = ^_a (则关 0) . 
x — o x m n 


[453] lim 71 ^-- (爪及”为整数）. 

x-^0 00 

提示仿 452 题的解法. 

解与452题相同，先设 m 及 n 为正整数. 
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lim 


(l+ajr) n (l+/irr-l 


X —0 


X 


-°x("7(l+a:r) n ( 廝 — 】〉 • (lH-^) 771 


H - hi) 


lim 


iia ^ m 3-\~ o { x ) 


一 l 


^ Vd + ax )^ 


ng J rm^_ a 十 /? 


( l+/irr 


H - hi 


mn 


m n 


若 m 及 n 为负整数，则此结果仍然成立.事实上，只需设 m 


= — 〆 ，其中‘及 〆 为正整数.于 


是， 


TTT ^ 


X • 


7 l+^r — 1 = 


1 — Vl+gx • Vl+":r 

m y/\-\-ax • V ^ T - F^r 


再利用前半段的结果，即得 


lim 


- Vl +^ 




X ^°x ( m ^/\^ax • Vl + 々 ) 


y / l^^r _ a , _/3 _ a _| /3 


m n m n 


若 m 及 ri 中有一个为负整数，则同法可证上述结论仍然成立.因而，当 m 及〃为整数时，有 


lim yrr ^- tt ±^ i = ^ + a (则 关 0) 

x m n 




【454】设 P ( x ) = a \ x j ra 1 x l + … ， 又 w 为整数，求证: 


lim 

j-^o 


yr - FPCr)-i … 


x 


m 


证 lim yi+p ⑴ —i =lim 


p ( x ) 


lim 


a x + a 2 : r+•••+“〆 


x 


-°x( 7(1+P( ： r)r 一 1 H - hi) —°(l + P(x))^H - hi 


m 


求下列 极限: 


【455】 lim ^^ (爪及《为整数）. 

一 1 石- \ 

提示仿452题的解法. 

解当爪及〃为正整数，我们有 


”一 1 w-2 

X n +JT ” 4- + 1 


7^-\ — _ 

w/ - , m ~ 1 m ~ 2 

d 工 — 1 X m +：T m +." + l 


n 


m 


(: r - M ) 


若 m 及 n 为负整数时，设⑺二一/^/⑼二一^^其中 W 及 〆 为正整数，于是 


石 -1—1- 方 •W 
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( X —1). 


m m 


当 mRn 中只有一个为负整数，上述结伦仍然成立.因此，当 m 及《为整数时，有 


77-1 

V^-l 


lim 


n 


m 




【456】 lim 


(1- x )^ 1 


提示令 ： c = 产. 

解 设 ： r = f ，则 

(1-^)(1-^)-(1-^) (1一广 


)( l — f 2 . 4 . 5 ••••• n )."( l — P . 3 


• •• • 


(n-1) 


(1 -xV 


(1- 〆 ） 


(1+/ + /2 + •••+£!" 1 + 1 ) *•• ( 1 +/+ +/^ 1 ) 


( i + H — hr 卜 1 r 


当 x —1 时， 1. 于是，上式趋向于 


n ! n 


2 3 


! L !_ 

n 


^!) 


n—\ 


nl 
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I 


: r 3 +:r 2 + l 





























lim 


2 x : 


一 >(1 3 + 工 2 + 1) 2 + ^/(x 3 +x 2 + l)(x 3 -x 2 + l) + ^(x 3 -x 2 + l) 2 3 

【 462 】 lim ( 1/x 3 +3x 2 — y/x 2 ~2x). 


解 lim ( Ij 工、 +3x 2 — y/x 2 — 2x ) 


lim 


(: r 3 +3x 2 ) 2 — (x 2 一 2xY 


— >(? +3x 2 ) 10 + ^/(x 3 +3x 2 ) 8 (x 2 -2x) 3 + … + M 


x 


2 x) J 


lim 


十 


^/( x 3 +3 x 2 ) 10 + … + ^( x 2 -2 x ) 15 


lim T 7= 

7 ( 


12-1 + 3 


2 


1 + 


3 


10 


X 


+ ••• + 


V( 1 + t) 


15 


【 463 】 lima: 3 [(: r+1) 3 — (x — 1) 2 ]. 


j-^oo 


解 


limx T [(:r+l ) 了 一（ :r—1) 了 ] 


lim 


x- 


[(x~i~ 1)~ ~~ (jt — 1) 了 ] • [(:r+l)I+(x 2 — l)I + (x — 1) 了 ] 

(: r + l)I + ( x 2 — l )7 + (： r — 1)7 


4 lim 

j-^oo 


1 


(O 


T 




+ l- 


x 


+( 卜士 ) 


T 


3 


【 464 】 lim ( \/x + 2 —2 y/x~\~\ -^y/x ). 


解 lim ( y/x-\-2 —2 \/x+ 1 -\-yfx ) 

4 - oo 


lim 


( y / x -\-2 — 2 \/ x"h 1 + a/x ) ( \/ y / j + 1 +\/x ) 

\/:r + 2 +2 \J : r+1 +\/x 


lim 


2jt 2 ( \/j 2 — x ― 1)( y/jc 2 +2:r +:r + 1) 

( y/ X+2 +2 y/ JT+ 1 -^yfx ) ( \/x 2 + 2J ： +JT+ 1 ) 


2 lim 


1 



x 



1 + 丄 +2 A /l + 丄 +1 


X 


)(V 


1+—+1+- 
X X 


[465J lim [ (x + ai ).” （ :c+cr„) — x]. 


解 lim [ (x + ai )***(x + a n ) — 工 ] 




lim 


(: r + ai )•• •(: r + a „) — X 


■♦•oo 


E [ TT(h 


一 


a, 


X 


n 


(2 °0? _1 + … + IT a * 


lim 

.-^+oo 


n 


lim 


士 ) 


wm 

s 


(Xt 


— n 


s [ n ㈣ )〒: 


X 


;-1 


s n( 

:一 i • 一 1 \ 


1 


x 



n 


【466】 ^-1 )；+(£+ (” 为正整数）. 


X 


提示分子及分母同除以式： C 71 . 


解 lim U ~ r 仏 + = lim 


x— 


X 






+ 1 +A i 1 


X 



- 士 ) 


2 n 
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【467】 lim ( + 

x -»0 X 


U 为正整数）. 


解 — ( yl+x 2 +x) n — ( y 1+x 2 — jo) 

x -^0 OC 


2 x 


lim —[( x + \/l + i 2 ) n ~ l + ( x + \/ l ~ hx 2 )”— 2 ( y /\-\- x 2 一 : r )+ ••• + ( s / X ^ rx 1 — x ) ,l ~ ] ] = 2 n . 

x^O OC 

【468】设二次方程式 a> r 2 +6:r +(： = 0 的系数 a 趋于零，系数 6 与 c 为常数，且 6 关 0 ， 试研究此二次方 
程式之二根:^及: r 2 的性质. 


妨 一 6+ y/b 2 — 4ac _一 b — v 6 2 一 Aac 

解 X \ = - o -， ：2 = - 


la 


不失一般性，假设6>0,于是，有 


2 a 


limx : 


及 


limo：i = 

【469】从条件 


lim 


( — 6+ v b 2 — 4 ac ) ( — b — v b 2 — 4 ac ) 


2 a ( — b — - Jb 2 ~4 ac ) 


2 c lim 


1 


c 


a — 0 6+ v b l — iac 


b 


lim 


/ x 2 +l 

、 JT + 1 


— ax —6) =0 


求常数 a 和& 


解 (l-^-(a + ^+(l-6) 


x~r 1 


x +1 


按假设，上式的极限为零的必要条件是 


1 —a = 0 及 a + b=0 


解之，得 a = l ， 6= — 1. 
【470】+ 从条件 


lim ( vx 2 — x +1 — a\x — bi )=0 


lim ( v x 2 — x +1 — a2X — bz ) = 0 


求常数 a , 和 6, G =1，2). 


解题思路将式子 \Ar 2 —:r+l—ay — 卜化为 


(1 ~ai ) x 2 — (1 + 2 qi ) x + {\— b \) 
v x 2 — x +1 +ai x + 6] 


，求得其极限为零的 


必要条件是 ai = 士 1，6丨= T - y . 分别就 a ! = 1，6丨= — + 及 a 〗 = — 1= +检验 y / x 2 — x ~\~ 1 的 


极限（当： r — 一 oo 时），并与条件比较，决定取舍，最后得 a x = -\, b x 




• 同理可得 a 2 = U /? 2 


解 v x z — : r+l — a\x — b \ = 


上式极限为零的必要条件是 


( 1 ~Qi ) x 2 — (l + 2 ai 6 i ) x + ( \— b \ ) 

x 2 — 1 +ai x +6] 


1 


_2 




0 及 l + ZqhsO 


( 1 ) 


解之，得 Ul = 土 1，61 = 平 


当 q = l，h =— ~7T 时，有 


X 


X+ 1 一 （X - 7 t ) 


V x 1 — X+l +aiX + 6 i = y / x 2 — X + 1 +JT 


3 


4 


2 


v x 2 —: r + l — (x 


2 


) 7 


X 


: r +1 — : r + 


1 


0 


(当: T —— OO 时）， 


122 


从而，由 （ 1 ) 式知 


vx 2 —x+1 —aiX — bi-^^oo ( 当： r-^ —OO 时）， 


此与假定不符合，故舍 

当 <2!=— ■ 时， 显然有 

•J x 2 — x~\~ 1 -\~a\X~\~b\ = \/ x 2 — x~\~ 1 — x~\~ --► + oo (当 jt-► — oo 时)， 

从而，由 （ 1 ) 式知 


V x 2 — x~\~ 1 _ a\x _ b\ —*-0 (当 J：—► — co 时）， 
此与假定符合，故得〜 = 一 1 ， 匕 


同理可得 a 2 = l,b 2 = — 

求下列 极限： 

【 471 】 l im ^5£. 


解 


sin5x 


lim 

x-^0 OC 



lim 

•r 一 0 


sin5>r 

5 x 



• 1 = 5. 


” sinx 

【 472 】 lim - . 

X-^oo JC 

提示 利用“有界函数与无穷小之积仍为无穷小 ’’ 这一结果. 

解当： r-oo 时，丄为无穷小量，而 |siru:|<l ， 故 — 当 x-oo 时为无穷小量， g[Hi m ^I = 0. 

JO JC OC 


【 473 】 (mRn 为整数 ）• 

x-ir sinnx 


提示 令： r =7 r +： y . 

解设 : r = 7 r +： y ， 则当 x— 7 r 时 ， y—0. 于是， 


r sinmx_ r ( — 1 ) sinmv 

lim - :- = lim" - rrr ~ - 

x —k sinru: y ^o ( — 1 ) sinny 


(-D 


m 一 n 


lim ( 

广 0 \ 


sinmjy 

my 


n y 


sinny 




m _ n 爪 


n 


【 474 】 


lim 

x-^0 


1 — cosx 


X 


提示 注意 1 一 cos:r=2sin 2 


x 


解 


lim 


1 — cosx 


X 


lim 

x —0 


2sin 2 (|) 


sin 


x 


ylim 


JC_ 

J 


X 


2 


r tanx — sinx 

【 475】 hm - r-; - • 

x—o sin x 

提示 利用三角变换将原式变形，再求极限. 


解 


lim 

x-^0 


tan:r — siru: 


sin 3 


x 


lim 

x-^0 


sinjr 

COSJ ： 


siru: 


sin 3 


lim 


x 


1 — cosx 
ocosxsin 2 x 


2sin 2 


x 


lim 


o 


4sin 2 专 cos 2 -^-cosx 


lim - 

^°2cos 2 


1 


. x 

T 


cosx 


【 476 】 lim 


o 


sin5x — sin3x 


siar 


提示 利用和差化积将原式变形，再求极限. 


解 Hm sin5x-sin3x = lim 2cos4x_sin £ = 2 Hmcos4x = 2 
x，o sinur o s\nx o 
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【 477】 lim 


cosx 一 cos3x 


x 


解 lim CO 灯 — 9 COs3j = lim 2sin2 f Siar = 4 1 巧 ( 宇 ) 


cosx =4 


♦U 


X 


0 X 


【 478 】 lim 


1 + silLT 


COS 1 


o 1 -\~sinpx 一 cospx 9 


2sin 2 冬 + sinjr 


mjj l+sinjr — cosjt 

解 lim— —:- = lim 


1 "f" sinpx — cos px j-^o r% • ? I • 

2sin —-rsinpx 


lim 


sin 冬 (sin + cos 


x 


o 


2 


sin ( sin + cos 与 ) 


V 


/ 


JC 


sin 


lim 

j— o 


2 


. DC , X 

sin —-hcos -z- 


x_ 

2 " 


• px p • px , px 
sin sin 十 cos 


P 


( p ^ O ) 


【 479 】 limtan2xtan ( ^ — x 


解 


lim tan2xtan ( 子 —jc ) = lim 


sin2xsin 


in (T _ 


X 


cos2xcos ( 子 


X 


lim C ° S 9 2 ^ = lim : 
y^o sinZjycosy ^cos y 


其中 


丌 


x 




【 480 】 lim( 1 — x) tan 


nx 


提示令 ： r=l 一 ： y. 
解设 : r=l—y ，则 


lim( 1 




jt) tan ^ = lim^ycot 




lim 

y-^0 


COS 




sin 


ny 丌 


2 

丌 


【 4 81 】证明 等式 : 


2n— 1 

( 1 ) limsinjr= sina ； (2)limcosx=cosa ； (3)limtanx= tana (a^ —-— 兀 ； 行 = 0 ，士 1 ，士 2， ••• )• 




jc-^a 


证 （ 1) 


sinx — sina | = 2 


sin 


x — a 


cos 


x^ra 


<2 


sin 


x — a 


^ I oc — a I . 


任给 e>0, 要使 I sirLr 
此即 limsin^= sina. 


sma 


<e ，只要 I x~a I <e ，取 5=e ，则当 0< | : r —a | <3 时 ， | sinx—sina \ <Ce 


(2) limcosx= limsin ( —j ) = sin ( — a ) = cosa. 

. limsinjr . 

、” i • S10LT sine 

(3) limtanj= lim - = - - = - = tana 


a 


COSX 


limcosx 


cosa 




其中 a^^ rl ^ 1 w = 0 , 士 1 ，士 2，.... 

求下列 极限： 


【 482 】 lim 




sin^ — sina 
x — a 


提示 仿 476 题的解法，并利用结果 lim 


sinx 


1. 


0 J ： 


如 ” smx — sina ” 
解 lim -= lim 


0 x^a . x — a 
Zcos —-— sin ―-— 


x+a . x ― a 
cos —-— sin —-— 


lim 


cosa. 


x — a 


x — a 


x — a 
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【 483】 lim 


cosjt — cosa 


x — a 


解 lim 


cosjt — cosa 


x — a 


lim 


• x — a 

Sin ^~ • x + a 
- • sin ―-— 


sma 


x — a 


2 


【 484 】 lim 


tanx — tana 


x — a 


解 lim tanx~tana = 1 . m sin ( n 




x — a 


(x — a)cosxcosa cos 2 a 


2 k + 1 

(a9^—^—n; 々 = 0 ,士 1 ， ±2 ,…） 


【 485 】 lim 




COtJT—COtd 


x — a 


解 lim cotx-cot Q = _ lim sin_(,x_-a) 


x 一 a 


x — a 


sirLrsma 


sin 2 a 


(a^kn; 走 = 0 ,士 1, 士 2, …）. 


【 486 】 lim 


secx — seca 
x — a 


^ secx—seca ，- cosa — cosjt 

解 lim - = lim 


x— a 




(x — a) cosxcosa 


lim 


x-^a 


. x+a 
sln 2 
cosxcosa 


x 一 a 


sin 


x — a 


々 = 0, 士 1 ，士 2, …）. 

cos a l 


【 487 】 lim 


cscjt — csca 


•r-^u 


x — a 


解 lim 


cscx—csca 


x — a 


— lim( 


sinj—sing 
x — a 


simrsina 


(a ^ ; 々 =0 ,士 1 ，士 2 ， ..0. 


* ) 利用 482 题的结果 . 


【 488 】 lim 


sin(a + 2x) — 2sin(a + x) +sina 


x 


提示 注意 

sin(a + 2x) — 2sin(a + x) +sina = [sin(cz + 2 jt) — sin(a + :r)] — [sin(“ + :r) — sina ] ， 
并仿 476 题的解法. 

解 H m sin(a + 2:r) — 2sin(g-f~x) + sina _ ^. m [sin(a4"2x) •— sin(Q + x) ] — [sin(a +x) ― sing] 

x-0 X 2 x-0 X 2 


2cos (a + 夸 ) sin ^ — 2cos (a + 专 ） sin 专 2sin 

lim - 5 - = lim - 

X x-^0 


X 


cos ( a + 学 ）- cos ( a + 专 ） J 


X 


— lim 


—0 


sin 


JC_ 

2" 


sin(a + x) 


x 


sma 


【 489 】 lim ^+2 ： r)-2co S (a + x) + cosa 




X 


提示仿 488 题的解法 . 


解 H m COs(a + 2:r) — 2cos(a + x) + cosq _ ^ m [cos(fl + 2x) — cos(a + x) ] 一 [cos(a + x) — cosa] 




X 


X 


lim 


— 2sin( a + 与 ) sin 冬 + 2sin(a + 专 ） sin X 




2sin 


x 


lim- 


sin 


a +T)- 


sin ( a + 


X 




0 


X 


-lim 

•r—0 


sin 


x 


cos(a + x) 


x 


cosa 
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【490 】 lim 

: r—0 


tan(a + 2: r ) — 2 tan(a + x ) + tana 


x 


提示仿 488 题的解法. 


解 lim 


tan(a + 2 x ) — 2 tan(a + x ) + tana 


x 


lim 

x-^0 


[ tan(a + 2 x ) — tan(a + a :)] — [( tan(a + x ) — tana )] 


x 


sin ( a - f -2 x ) cos(a + x ) 一 cos(a + 2 x ) sin(a + : r ) — cosasin ( a - hx ) + cos(a + j：)sina 


lim 

x-^0 


cos(a + 2 x ) cos(a + x ) 


cos(a + x)cosa 


x 


x 


y . sirur[cos(a + :r)cosa — cos(a + :r)cos(a + 2:r)] 

lim - o - : ~~ — ― :--- : —:-= lim 


0 


x 2 cosacos(a + 2 x ) cos 2 (a + x ) 


o 


sin 2 


x 


2 sin(a + x ) 


x 


cosacos(a + 2 x ) cos (“ + : r ) 


2 s — 々= 0，±1，士2, …）. 


cos a 


【491】 lim cot(a + 2 x )-2 cot(a + x ) + cota 


x—0 


X 


做 I ， cot(a + 2 x ) — 2 cot(a + > r ) + cota _ — sirursinCa + x)[sina — sin(a + 2 x )] 

19f lim 5 lim 9 • 2 / I v •/ I o \ 

j—o x x sinasin (a 十： r ) sm(a 十 Zx ) 


lim 


s\nx 

x 


_ 2 cos(a + : r ) _ _ 2 cosa 

sina • sin ( a +*: r ) sin((2 + 2: r ) 」 sin 3 a 


( a ^ kn ; 々 = 0,士 1 ，士2, …）. 


【492】 lim 

x—0 


sin(a + x ) sin(a + 2 x ) — sin 2 a 


x 


^ y . sin(a + x)sin(a + 2x) — sirra ” 
解 lim - = lim 

•T—0 JC j-^0 


[ cosj — cos ( 2 a + 3 x )] — sin 2 a 


x 




lim 


cosx — cos (2 fl + 3: r ) — （1 — cos 2 a ) 

2 x 




lim 

x-^0 


sin 2 


x 


sin 与 3 sin ( 2 a + 


的 ■ 




) 


x 


3 x 

Y 


2 


sin 2 a 


【493】 lim 


2 sin 2 x + sinjr — 1 


3 sin : r + 1 * 


-f 2sin ^ 


提示注意分子及分母分解因式后，有 


2 sin 2 x + siiLr — 1 = (2 sinx — 1 ) ( sin:r + 1 ) ， 2 sin 2 x —3 sinx + 1 = (2 sirur — 1) ( sirur — 1 )• 


解 


|. 2 sin 2 ar + sinx — 1 
IT ^2 sin 2 x — 3 sirur +1 


lim 


(2 sirur — 1) ( sirur + 1) 


f (2 W - l )( siru ：- l ) 


” SirLT+1 

lim— - r 

w sin:r — 1 


-3 


【494】 lim 


0 


1 — cosxcos 2 xcos 3 x 
1 — cosx 


解题思路注意 1 — cosxcos 2 xcos 3 x = — ( sin 2 x + sin 2 2 a :+ sin 2 3 x ) 及 1 — cosjt = 2 sin : 


x 


，将原式变形 


后利用重要极限 
解因为 


1 — cosxcos 2 xcos 3 x = 1 — — ( cos 4 a ：- f - cos 2 j ：) cos 2 a := 1 — — cos 4 xcos 2 x 


cos 2 2 x 


=1 - T ( cos 6 x 4 - cos 2 x)- T d + cost ) 




( sin 2 x + sin 2 2 x + sin 2 3 x ) 


所以， 


lim l-cosxcos2xcos3x = 1 . m ^ 


( sin 2 x + sin 2 2 x + sin 2 3 x ) 


1 — cosx 


0 


2 sin 2 


x 


4^ 


sinjr 



sin 2 x 



sin 3 x 


2 ■ 


X 


_ v sin 


sin 


x 


sin 


x 


4 


(4 + 16 + 36) = 14 
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sin X 


【 495】 lim 


f ) 


7T 


1 — 2cosx 


丌 


提不 令 ： c =-^ + 3；. 


解 


设 + 3 N 则 


sin x 


丌 


1 —2cosx 


lim 


smy 


广 0 1 — cosj+V^siny 


lim 

y -^0 


smj; 

y 


sin 


y 


V3 


sin 


y 


y 




y 


【 496 】 lim 


tan 3 x — 3taruc 


JL 


cos ( x + 


丌 


解 lim 


tan 3 


x 


3taor 


ta.nx 


sin 2 x—3cos 2 x 


cos 


工 + f ) 


lim 


COS X 


2 


cosx 


2 


sinx 


【 497 】 lim 

x-^0 


tan(a + x) tan(a 一 x) 一 tan 2 a 


x 


解 lim 

X—0 


tan(a + x) tan(a —x) — tan 2 a 


x 


lim 


tan:r( sinjr+V^cos:r) 


24 


COS" J ： 


tana +tanx 


lim 


(tar 


)( 


tana —taru: 


tanatanx / W + tanatan:r 


)— tan 2 a 


x 


j. tan 2 x( tan 4 a — 1) 
x^ox 2 (1 — tan 2 atan 2 x) 


tan 4 a — 1 


- cos2a 
cos 4 a 


( a ^^ v ^^ Tr ; 々 = 0, 士 1 ，士2, …）. 


【 498 】 lim 


1 — cot 3 x 


7T 2 —cotr—cot :r* 


解 


1 — cot: 


X 


li 二 2 —cotx —cot 3 x 


r sin x —cos x 

O~• 3 • 5 3 

7t Zsin x — sin xcosi —cos :r 


【 499 】 lim 


V 1 + tan. 


vl+si 


smx 


x 


lim 


sin 2 x + sirurcosx+ cos 2 x 3 


2sin 2 sinj ： cosx+ cos 2 x 4 


提示分子分母同乘以式 /1+ tanx + v 1 + sior. 


解 


lim 

x-^0 


V H~ tan:r — a/ 1 + si 


siixr 


tanx—sinx 


x 


lim - —_ _ ■ 

” 0 :^( \/T+tanx + \/l + sirLr ) 


sinxCl —cosx) 


lim _ _ • 

: 一 0 x 3 cosjt( V^l + tanx + V^l + sinx ) 


lim 

r —0 


smx 


x 


2sin 2 


x 


4 


x 


cosx( vl + tanx + v 1 + sior ) 


4 


【 500 】 lim 


x 


0 vl-Krsinx 


v cosx 


解 lim ———.r ~~—= 

0 vl +：rsirLT — V COSJT 


lim 

JT—0 


x 2 ( v 1 + xsinx + \/cosx ) 
1 +xsinx — cosjt 


lim 

x-^0 


V 1 + xsinx + v cosx 4 


【 501 】 lim 


令 0 


a/ COSX — 1/ 

sin 2 x 


cosx 


smx 


x 


2sin 2 


X 



X 



解 V COSJT — COSJC _ - 1 /COSJT (1 — y /COSJT ) 


0 


sin 2 


x 


•r—0 


sin 2 


x 


一 lim 


x-*0 


1 — cosx 




osx 


L sim 1 + ^/ cos: + ••• + 1/ cos: 


X 一 


= — lim 




- 2sin 2 


X 


X 


v 


COSJ ： 


• 4 ( 音) 


sin 2 x 


1 + 1/ cos:r + … + V^c 


os x 


12 


【 502 】 




1 — cosjt 


解 


lim 

•r—0 


yl —coso: 2 
1 一 cosx 


V^"sin 

= lim - 

^°2sin 2 


x 


x 


V^lim 

JT—0 


sin 


x 


x_ 

2" 


x 


X 


sin 


72 


【 503 】 lim 


v cos 


X 


0 1 — cos(^/r ) 


解 lim 


1 — V COSJT 


_ = lim 

，— 0 1 — cos(vx ) ■ 一 0 


1 一 cos:r 


2sin 2 ( 1 + \/cosx ) 


lim 

j-^0 


sin 


x 




X 


X 


.yfoc / \-\- \ / COSX 

sin 


【 504 】 lim 


1 一 cosx sj cos2:r 1/ cos3^ 


x 


解不妨令 ：re (— 子，子），则 


4 7 4 

1 — cqsj: \/ cos2x 1/ cos3>r _ 1 — cosjt + cosx(1 — cos2x 1/ cos3x ) 


X 


x-^0 


X 




+ lim 

x—0 


1 — \/cos2x + Vcos2x (1 — 1/cos3x ) 


x 


+ lim 


1 — cos2x 


+ lim 


1 — cos3x 


” 0 x 2 (1 + ^/cos2x ) ”o jc 2 (1 + v^cosSx + 1/ cos 2 3x ) 


3 


【 505 】 lim (sin : r+ 1 — sin). 


提示 注意 sin \Ar+l —sin = 2sin —~^-cos +^ Z ^， 及 


2 


2 


lim ( x+X —yfx ) = lim 


1 


\Zx+ 1 - \~y/x 


0 


并仿 472 题的解法 . 


解 sin v^Tr-sin^-2sin ^ 


2 


2 


因为 y j ：+ 1 —^fx = 


1 


\/ : r+ 1 -\-yfx 


0 (+ °°) ，所以 ， sin ^ ^+ - j ~►O (: r— + oo). 


2 


又因 


cos 


\/ : r+ 1 
2 


<1 ，故 lim (sin \J : r+ 1 一 sin \[x )=0 


【 506 】 (2)lim( 


-/T 


1+£\T^ 

2 + x 


r 


(3) lim (^) 

+oo \ Z 十 ： r ’ 


一 yj 


解 （ l)lim( 

x —0 X 


1 + 


->Ti 


x 


2 + x 


( 2 ) ^ drf) T 


一 77 





3 
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( 3 ) 』 '( 崇 ) 


vr 


(1 + x 


x 




1 ° = 1 . 


【507】 


lim 

x—^oo 


(^r 


解 


lim 

X—^°o 



: r+2 
2x 一 1 


r 



【508】 


lim 

X-^OO 


/ 3a: 2 — : r+ 1 

\ 2x 2 +x+ 1 



提示注意当： r — oo 时，有 


解因为当 ： r — oo 时 


3x 2 -x+l y 3 

2x 2 +a：+ 1 2 



3x 2 一 x4~ 1 ^ 3 

2x 2 +x+1 2 




所以 ， lim 

X-^oo 


/ 3x 2 -: T+ 1 

\ 2x z +:r+1 


产 



【509】 lim ( sin ” 


2nn 

3w+ 1 


)• 


解因为 


sin 


2nn 

3r?+1 


，所以， limsin n 


【510】 lim 

x—4+o 


tan 


(f +x )] 


tan2x 


2nn 

3n+1 


0 


解因为当： c—j + 0 时， 


1< tan (晋+ 工）< + °° 及 tan 2 x — — oo 


所以 ， lim 


tan 


丌 




tan2j* 


0 


【511】 


lim ( 

X-^oo \ 


-1 


X 


+1 


广 


解 lim 


x 2 -1\JTT 


-^oo \ OC 


+ 1 


1 


[512 J f lim 


/ x 2 +1 \ xi 


i 1 ^ U^=T ； 


解 limf 4^|)工 =—[1 + 

— 1 / X-oc 


一 1 


2+1 


- »oo \ X 


X 2 -1 




e 2 


【513】 lim 


. / x 1 +2x — 1 \ ^ 

i r S\2x 2 -3x-2 J • 


解 lim 


x 


+ 2x— 1 


2x z -3x-2 


(i)° 


L 


【514】 lim ^/\ — 2 x . 

x-^0 


解 lim v^l —2 x = lim[l + ( — 2 x )~\~ 


一 2〉 


e 


-2 


—0 


0 


【515】 lim 




V 


x 一 a 



提示注意 




la 


2a^ba 


x 一 a 


2a 


并利用结果 Um(l + 0 


lim 


o 


w 1 


工+丄）、 

U , 


解 lim ( 子 ■ 十 2 ) = lim I 1 + 

一 CL , 工 ― oc 


x— a 
2a 


2a 十 


OO \ OC 


x — a 
2a 


e 2t 


(axx^bx \ x 


【 516 】 lim ( 一丄 (a 1 >0,a 2 >0). 

x-^+oo \ x~r02 ) 


提示分别对 a : = a 2 < a 2 及 ai > a 2 求极限 


解（鵠 r 


^2 


(1) 当 “ i = “2 = “ 时， 


: r + 



o -\ 

: r + 

厶 2 


0± 

a 2 


^2 


X-f 


1 + 


1 


a t a 




x+ 


办 2 
Cl 2 


b\ hi 

ai az 


laxx^rbx \ 

V a 2 x J rb 2 ) 


1 + 


1 


b 2 


by 一 h 


)4 


JT + 


办 2 


b\ —b 2 


a 


于是， 

x-oo V a 2 x-ro 2 


by —b. 


e 


a \ 


⑵当心 时， ocf ^ a ， 于是， ( 


^2 


0 (x-^ + oo) , 


: r+ 





b 

a t a 


— h l 


x+ 


Cl 2 


e 


所以 ， lim ( 

十 oo \ 


a\x-\~b\ \ r 
a 2 x J rb 2 


0. 


⑶当日寸々.于是，6卜 + 00,所以， 


+ OO 


【 517 】 


lim ( 1 + x 2 ) 

: r 一 0 


解 lim ( l +: r 2 ) 


0 


【 518 】 


51 J = lim(l+x 2 )? 
•r—0 

lim(l + sinTcx) colw . 


• (士 ） 2 


COS X 


e , 


解 lim ( l + sin 7 cx) col7rJ = lim ( 1 + sin 7 rx ) in ^ - 


COSTCJT 


e 


[5191 U m ( l -±^)-. 

^ 1 I sinjr ' 


siru 


cosx 


解 


siru 


taar — sior cosj( 1 + sinx) 

lim( H - . 丄丄 . - 1 =e 0 = l. 

—o \ 丄十 smj ： 

tanx 一 sinjr 


【520】 


lim /smxw-^ 
™ \ sma 7 
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提示注意 


/ sinx \ 
、 sina ^ 


1 + 


sina 


sinr—sina 


仿 515 题，并利用 482 题的结果走 = 0, 士 1, 士 2，•••）• 


解 lim(^) 7 

a v sina / 


sirui 

iar—sirui 


limi 1 + 


sina 


sinx— sina 


e ， 


(a^kn; 灸 = 0 ,士 1 ，士 2,…）. 


* ) 利用 482 题的 结果 . 


15211 13( 黑) 7 

提示注意 


cos 2 x 


一 cos 2 x 


(COSX \ ^2 

、 cos2x ^ 


1 + 


1 


― cos 2 x 


cos2j 


cos2x 


cosx 


cos2x 


Slim 

•r—0 


cosj ： —cos2x 3 


x 


，并仿 515 题的解法 . 


co » 2 x 


_ co»2j 


M / cosx \ 
m Vcos2x / 


1 + 


1 


— cos 2 x 


cos 2 x 


cos2x 


cosx 


cos2j: 


因为 


X 


cosx-cos2x = COSX+1 T_2 cos 2 x = ln^sx (1 + 2cosx) = 


sin 


x 


x 


X 


X 


所以，巧 d) 7=ei 


【 522 】 lim(taru:) tan2x . 


一 f 


解 lim (tarur) 


2tanx 


tan 2 x 


—i 


lim (tan:r) 卜 tan< 

—JL 


lim (1 + tanr — 1) 


_ # 一 2 uar 

tanx + 1 


e 


【 523 】 lim ( sina:) tanx • 

taar 

解 lim (siru:) tarLr = lim (1 + cot 2 x) 了 = lim (1 + cot 2 x) 

— f 〃号 

【 524 】 lim 

x-^0 


e° = l. 


■ tan ( 予 -x)] • 


解 lim 


tan 


(f 


X 



广 = ^( 1 + TT^ 

— 2tanx 


- 1 + tanx # ( 
2 unx 


1 + taru 


e 


【 525 】 limlsin^ + cos^)^. 


解 

因为 


sin 丄 + CQS 丄) 

X X / 


1+(sin cos — 1 ) 


x ( sin - K cos 一 一 1 ) 


sin 


x(sin - hcos 


x 


x 


1) 


x 


2sin —sin ^― 
lx Lx 

II~~ 


1 (: r—oo )， 


x 


2x 


(x—►O) 


所以， 1二(仙 士 +COS 士 ) 


e . 


【 526】 lim Vc os \/x • 

I—+ o 


解题思路 


将式 Vcosv ^ 7 化为 e ^ n[(W7 — 1) + 1] . 并利用 474 题的结果及 lim ln(1+/) = l 


—0 


解 lim \J cos yfx = lim e 


lncos/r" 


lim e 


ln(cos/r 


co 


s/T — 


ii(cW7-”= 


e 


T 


十 o 


+o 


+ 0 


+ 0 


* ) 原题为： r — 0,应改为 


+ 0 . 


* * ) 


利用结果 lim l n < 1 +’) =u m l n (l + 0 T = lne= 1. 

r—0 t f-^0 


【 527 】 


n—oo V Tl — Jl / 


解 


lim ( ” + - f ) = lim ( 1 + 
n-oo X W — I 7 n-oo\ 


•r+1 


+ 1 ) + 1 


n—\ 

x+1 


【 528 】 limcos n 


X 




n 


提示 


COS 


X 


打一 一 1 1 + tan 4 




X \ ~2 


f) 2 


解 limcos” lim ( 1 + tan 2 二 i I 

FI 一 oo yjyi n—oo \ 

【 529 】 lim ll?(1 — 

1—0 x 


n 


n-^oo \ yjji / 




e 


解 lim l n (l 十 X) - = lim InCl+x)" =lne=l. 

x-^0 OC x-^0 

【 530 】 lim x[ln(x+1) — lnx]. 


解 


lim x[ln(x~f-1) — lnx] = lim ln(l + 丄） =lne= 1. 

.-♦ + OO + OO \ OC ’ 


【 531 】 lim lnr —(a>0). 


oc— a 


In 


X 


解 lim^-~~ — = lim -- = limln( 1 + 


x — a a 


x — a 


x — a 


lne 


x — a 


【 532 】 lim [sinln(x+ 1) — sinlru:]. 


提示 sinln (: r+1) — sinlnjr = 2cos 


ln(x+l) + ln:r •_ ln(x+l) —lnx 

2 Sln 2 


及 


ln(x+l) — lnx-^0 (: r— + oo). 


加 ...,- x . ! 0 ln(x+l) + lrur . ln(:r+1) — lor 

解 sinlnCx 十 1) —sinln:r=Zcos - ^ - sin 


2 


2 


因为 


ln(:r+l) —lnr=ln(l-|- 士 ）- ►() (jt-^ + oo) 


所以 ， sm ^( x + l )- lnx ^ Q； 


又因 cos In^+P+ l nx 为有界函数，所以 ， lim [sinln(x+ 1) — sinlnx] = 0. 

Ld + OO 
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【533 】 lim 


In(x 2 一 : r+1) 
ln(:r 10 +:r+l). 


解 lim 


ln ( x 2 - x + l ) 


21na:+ln 1 1 - h 


j •一 + ooln (: r 10 +: r +1) x 


lim 


x x 


10 lnx+ln f 1 + 


\ x 


10 


2 + 


lim 


\nx 


In f 1 + 


x 


10 + 


1 


\nx 


Inf 1 + 



x 9 * x 10 


【534】 lim 


X' 



100 + x 2 
l + 10(Xr 2 



解 


lim (lg 

j 一 oo \ 


100 + JT 2 

1 + lOOx 2 


)=ig 


100 




-2 


【535】 lim 


ln (2 + e 3j ) 
ln (3 + e 2x ) 


解 


lim ln(2 + e :] = lim 3 x + ln (2 e -- + l ) 


in (3 + e 2 ") x - 


2: r + ln (3 e — 2t + 1) 


3 + 丄 ln (2 e 一 3 : + l ) 


lim 


X 


2 + -^ln(3e- + l) 


【536】 lim 


ln(l+\/x+^r) 


一 + oo ln( 1 -\-yfx ) 


解 


” ln ( 1 + V^r ) 。 
l，m 


^-lrLr+ln(x~T +l+«r - + ) 


了 — 十 oo 


lor+ln(x~T + 1 +x~T 2 


lim 


lnx 


• \n(x~T +l+:r—+ ) 


\njr 


ln (: r _ T +1 + x ~ l2 


【537】 Vim ^^ h ) + \ g U - h )-2\ gJ ： u 〉 0) . 

h_Q n 

解 ^ m lg(j+^) + lg(-r~A) —21g.r_^ n lg(j- 2 —/i 2 ) —lg. 

a— o h 2 a— o h 2 


lim 

/i —0 


X 



1- 


h 


2 v - 


X 


]=— 


X 


lg e , 


【538】 lim 


0 


lntan (于 + ax 

sinbx 


解 lim 


lntan (子 + a :) 


4 

sinbx 


limln 

x-^0 


1 + ( tan ( - j - + a x ) — 1) 


sinbx 


limln 

x-^0 


1 + 


sin (子 + a:r ) — cos (子 + a:r )" 


cos 


(子 + 


ax 


sinbx 


limln 

j—o 


1 + 


72 si 


sinax 


cos ( 子 + ax 


cos (f +ar ) 




S1IULT 


sinar 


cos (子 + ar 


bx 

sin&r 


•斧 


2a 

lne /; 


2a 

~b 


【 539 】 lim ^£. 

x-o lncos^x 


如 lncosajr ，- ( lncosax 


cos6x — 1 cosax — 1 
- • - 

lncos^x cosbx — 1 


)=lim 

7 x—o 


2 sin 


2 ax 


2sin: 


a 

bx b 2 
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【 540 】十 iim( In 


_ n 2 x 2 


x -^0 


X 


+ yi- 


X 


解 




【 541 】 (a>0). 

•r—o oc 


提示 令 〆 一 1 


y 


解 设 / — l = ： y ， 则 


a x -l 


lim 
： r—o oc 


limr 

y-^0 lO 


y 


lim 


1 


g fl (l + ： V) iog fl (l + 3，)7 lo ^ e 


\na 


【 542 】 lim 


a 


(a>0). 


•-♦a OC CL 


提示 


X 


x—a 


( f ) a ； 


x—a 


-1 


e fll 呤 一 1 


aln ( 1 + 


x — a 


x— a 


x~a 


x — a 


a 


aln 


x 


a 


x 一 a 


• 并利用 541 题 


及 529 题的结果. 


解 




( f )°- 


1 


x — a 


a 


x — a 


x — a 


x — a 


-r— a 


—1 


疗含- 1 aln ( 1+£ 7^ 


x~a 


aln 


x 


x — a 


当时，等式第 一 项趋向 a fl lna ， 而第二项趋向 • 1 • l=a a ，所以， 


aa=a ” n 1 


【⑷】 lim^f (^>0). 


解 


a 


> 一心一 1 xlrur-alna 


x 一 a 


x\nj ： — a\na 


x~a 


而当 


x 


a 时， 


xlnx — alna x\nx — x\na , , x 
- - - hlna = — • 


i n (i+^^ 

v a 


+ lna-^1 + lna = lnea 


x — a 


x — a 


a 


x — a 


,x\nx— a\na _ 


又 


x\nx — alna 


1 *1 (: r-^a) ， 所以， lim- - - = a a \nea. 


X-^Q 


x~a 


【 544 】 lim(x + e: )7 • 


解 lim (: r+e J ) 7 


lim ef 

X—0 \ 


1 + 


X 




= o • 


e • e = 


e 2 


15451 


1+x • 3 X - 2 X -3 X 


解 


/1 + x 


1+ 


X 


• 

- 3"/ 


1 + 


X 


(2 X -3 X ) x(l+x- 3 X ) 


1+X > 3 J 
x(2 x -3 x ) 


因为 


2 X —3 X 


x(l + x • 3 J ) l+x 




3 X -1 


x 


)—ln2 — ln3 


In 


3 


(x-^0) 
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所以 ， limf l 十 了 : f p=e ln + 


V1 + 


X 


* ) 利用 541 题的结果. 

【 546 】 limtan"(f + i). 


解 


limtan n (手 + 丄） = lim 

n—^oo ^ 4 T1 ’ n 一 00 


1 + tan 


1 


n 


1 — tan 


lim [ 1 + 


2 tan 


n 


1 — tan 

n 




e 2 


2tan 


1 


n 


【 547 】 lim - 


-e^ 


x-o sinax — sin^r* 


解 lim 


-e^ 


0 sinax 



lim 

j—0 


e^[e <a ^ )x —1] 


lim 


e (a —和 一 1 


a — P 
2 


x 




2cos^sin^x ；r °* (a ~^ )x 


sin^x 


cos^x 


lne 


* ) 利用 541 题的结果. 


【 548 】 lim 


x a — a Q 


二 


U>0) 


解 


x a —a a 
x ? — a ? 


a _P • 



)°_i 


㈣ - 1 

y a 7 


a 


• 


e flin ^ 




1 


In 


X 


a 


a In 


X 


f-1 




当： r—a 时， In 


JC_ 

a 


0 , 于是上式趋向〃，即 


r x a —a a 


(_0) 


【 549 】 U 〉 0). 


提示 4 = V ^ 6_1 


x — b 


x~b • 


解 


lim^^ = lim (a b - ^^)=aMna*> 


工一 b _ 




X 


b 


* ) 利用 541 题的结果. 


【 550 】 lim 

h-^0 


a x+h^ a x-h_2 a 


h 


(a>0) 


提示 


a x ^ hJ ta x ^ h -2a 


h 


一 h I a 


九 —1 、 2 


h 


解 lim 

/ 1 —0 


a x+A . a x-A_ 2a x 


h 


lim( a 


h-^0 


a h +a~ h -2 

h 2 


) =1 :?( 


a h -l 

h 


a r In 2 a 


* 


利用 541 题的结果. 


【 551 】 lim 


(x+a) J + fl (x + 6 严 

(: r+a + 6) 2 出 + 6 


解 lim 


(: r+fl):+ fl (:r+6) x + 6 
(x + a + 6) 2 :+ fl + 6 


lim 


1 峙广 
x | a +6 广 a+& 


x +6 


lim 


(i+f) 


J 

a 


( 1 + f) 


工 \T b + b 


(1+ 


a + 6\ ^ [2(0+6)]+< ^ 6 


JC 


) 


e 


2 (“ + /,) 


e 


一 （a + A> 


【 552 】 lirri72(V^ 一 1) (: r 〉 0). 


提示 利用541题的结果. 


解 Wmn{\fjo — 1) = lim^-： ~- = lnx 


n 


* ) 利用541题的结果. 

【 553 】 limn 2 (v^x" — w ^fx ) (x>0) 

FI—OO 

解 limn 2 


lim 


x n — x 


fl + 1 


lim 


工 ^TT [ 丁 „(„+1)— 



n 


n(n+l) 



=lim 


” 2 + 


-,) n 


1 


x n 


工 n(fi+l〉 — 1 
- • - 

1 — 

■ r?(rz+ 1 ) w(rz+ 1 ) 


n(n+l) 


1 


n 


n 2 + n / " 




lnx. 


【 554 】 


oo \ (i 



(a>0,b>0). 


解 lim 


a—\ -\^y/b \ n 


n 


lim I 1 + 


6 丄一 


n 


a 


b : 一 1 


n 




e 


【 555 】 


lim([ 

n-^oo \ 



U>0, b>0). 


提示注意 




VT-f 


r K/^+^Jb 


n ( 1 ) = ~|~ [n(V^— 1) + w(V6 — 1 )] ， 


仿 515 题，并利用 552 题的结果. 


，及 


解 


Vim (7a±^y 

”-♦00 \ 2 / n-^oo \ 


Vfa 十诉" 






一 1 




(lnt/ + ln/>) 


%/ab 


* ) 利用 552 题的 结果. 


U>0, b>0). 


【 556 】 \\m (— bX+C， 

A \ 


0 


3 


) t 


(a>0, b>0, c>0) 


提示 仿 555 题，并利用 541 题的结果 
解利用 555 题的 方法： 


一 1 + 〆 一 


lim ( 

x— 0 V 


3 


lim ( 1 + 


a x +b x +c x 

3 


― 1 ) 


r x +6 J +c x 


3x 


= y/ abc 


【 557 】 


hm(^ 

x-^o v a 


+ fr r + 1 + c J 


+ 6+c 


(a>0, b>0, c>0). 


解利用 541 题的结果，得 


lim 

j—O 




a — b — c 


x 


(a + 6+c) 


(2 + 6+C 


lim (a • 

x—o v 


a x ~l 


+ b 


x 


•匕 + c 

X 


-1 


X 


\n(a u b b c c ) a 不 6 + 


因而， 


lim ( 

j —0 v 


(a x ^ lJ rb x ^ l +c x ^ 1 


a + 6+c 


) 7 =lim(l + - 

/ x-^0 V 


x+1 


+ 6出+严 


a + 6+c 


-0 


z+i 


+〆 


x+l 


i ( 


+〆 1 -fc J+1 
a + 6 + c 




136 


< 




【 558 】 


lim ( 

T-^O \ 


〆+6, 

a x +b s 


U>0, b>0). 


解 


lim ( 

x-^O \ 


〆+6, 

a x +b x 


l 

\ 1 =lim 

/ x—o 


1 + 


[作 


2 


i 」 a x ^b x 


a XJ \-b 


a x +V -a x ~b x 


e 


T 


(lrui + la6) 




【 559 】 lim 


〆 -b x 
ia J ~b x ) 2 


(a>0, b>0). 


解 lim 


-b x 


x-o (a x —b r ) 2 


lim 

x-^O 


-1 b x -1 


1 


x 


a z ~\ b J ~\ 


x 


X 


)- 


(\na — \nb) 




(lna — \nb) 2 \na — \nb 


( ln f) 


【 560 】 lim 


a 


a 


x^a a s — x a 


(a>0) 


解 巧 


lim(a r<i • - =a° a lna. 

-u V a —x / 


【 561 】 （ 1) lim ! n S) ; (2) lim ln(1 + 3r) 


ln(l + 2 ')， 


: —ool n (l + 2i). 


解 （ 1) lim 


ln(l + 30 

二二 ln(l + 2” 


lim 


I- ♦— 


ln( 1 + 3 J ) 
3" 


2" 


ln( 1 +2:r) 


(I) 


0 


0 


* ) 利用 529 题的结果 . 


(2) lim 


In(l + 3 X ) 


lim 


xln3 + in( 1 + 3— r ) 


ln3 + 


二二 ln(l+2 J ) + oo :rln2 + ln(l + 2 


—X 


lim 


x 


ln(l + 3" J ) 




+°°ln2 + 丄 . ln(l + 2 一 O 


ln3 

ln2 


x 


[562] 


lim ln(l + 2 x )ln(l + —). 

x—-f-oo V X 7 


解 lim ln( 1+ 2 r )ln ( 1 + 立 )=lim 

4 - oo ^ JC ^ + c 


-In 1 + 


x 


: rln2 + ln(2— f + 1) 


3 


x 


x 


3ln2 = ln8 


【 563 】 lim( \—x)\g s 2. 

l 

解 lim( 1 — x)\g x 2 = Yim — } ~ — • ln2 

x—l j— i irur 

* ) 利用 529 题的结果 . 

【 564 】 证明： 


— ln2 • lim 


x-1 


ln[H-(x—1)] 


— ln2 


x 


lim 


+ ooCZ 


0 U>0, n>0). 


证明思路注意到当时，存在唯一的正整数々，使得々<工<々+1.于是，当 r ?>0 时，有 4^ r< X 


a 


■ ( 々与 ) 二，利用 60 题的结果 . 


证当时，存在唯一的正整数 I 使 


k^x<ik- {- 1 


于是当 n >0 时，我们有 
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<嘴 及 


> 


k 


k n 


因为当 


+ oo 时，々 — + oo , 所以有 


lim 


(々+1) 


lim 


( 々 +l) w 




0 • a °=0 


及 


lim 


k n 




,• k n 1 

lim —7 •— 

- ^+00^2 CL 




o 


0 


于是 ， lim — = 0 . 


* ) 利用 60 题的结果 

【565】 证明： 


lim 化 


0 ( a 〉 l ， e >0) 


证明思路 令: y = log a :r ， 则了 = 〆 ，且当 ： r — + oo 时， 5 — + OQ •由 


log ‘ 


I 

=(^) € ，并利用 564 题的结果， 


命题即获证 . 


证 设 log a :r = ： y ， 则 


V ，且当 


+ oo 时 ， 3；-^ + oo . 于是 


：_ log.x ^ 


lim 


lim 


C y—+ 00 (^^ ) 


7 = 』'&卜 0 


即 


) 利用 564 题的结果 . 


lim^ = 0 


X 


求下列 极限： 

【 566 】 (l)lim 


\n(x 2 +e T ) 
ln ( x 4 + e 2x ) ； 


/0 、，• ln(x 2 +e J ) 

⑵土 lnC^+e-) 


解 (l)lim 


ln(x 2 +eO 




lim 


+ ln(l+:r 2 e—:) 


1 + 


x—o ln ( j ： 4 + e 2x ) x — o 2 x + ln ( 1 + x 4 e" 2x ) 


lim 

x-^0 


ln(l+x 2 e~~ 

x 2 e" x 


2 + 


ln(l+x 4 e' 2x ) 


e 


(2) lim +'_)、 = lim 


1 + 


ln(l + x 2 e~ J ) 


x 


ln(x 4 +e 2 0 x-^ -f-oo 2 I ln(l+x 4 e~ 2j ) 2 ’ 


其中利用了结果 lim fa 


0 ( n >0， a > l )， 因而， 


e _x -^0 及 x 4 e ~ 2j -^0 (: r— + oo) 


【567】 lim 


ln(l+:re J ) 


ln(x+ + 工 2 ) 


ln( 1 +jre J ) 


解 lim 


ln(l+xe J ) 


xe 


ln(x+ vl + j： 2 ) 


lim 

j—0 


jre 


Inf 1 + 


ln(l+x 2 ) + 


\/l + x 2 


v/l + x 2 


+ 工 2 


lim 


xe 


vl +x 2 


lime’ v 1+x 2 = 1. 


【568】 lim [( x +2) ln ( x +2) — 2( x + l ) ln ( x + l ) +: rlrLr ] 
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解 lim[(x+2) ln(x+2) — 2(x+l)ln(x+l) +xlar]= limln 




(: r+2) J +2 • • 

(: r+1) 2 出 


limln 


i+ A ) 

X 7 


• 


2 + 2 


(O 


2x 


In 


e* 


0. 


【 569 】 


lim 

r—+ 0 


ln(:rlna) • In 


\nax 


In 


x 


(a>l) 


解 lim 


ln(xlna) • In 


\nax 


In 


x 


a 


v y /lna + lnjr\ lnx ^ ,n(,rkl) 

^o ln V ) 


lim In 

4+0 


1 + 


2\na 


Ina \ 

— \r\n / 


lru — \na 
2\na 


2\na 


lnx4- ln(lrui) 
lor — \na 


lnx — lruz 




lne 1 ' 


\na 


【 570 】 lim ( ln X+/ j^>ln - X+1 


v x 1 — 1 


X-1 r 


解 lim ( In 


: r+ yV + l 

: T+ y/ X 2 — 1 


In 


- 2 了+1 
X — 1 


In 1 + 


lim 


yV + 1-yV-l 

■T+ \/ X 2 — 1 


In 


lim 


1 + 


2 


(: r+ y/x 2 — 1 ) ( \/x 2 + 1 + y/x 2 — 1 ) 


(■T + 


A 2 - 


VT 


In 2 


i+ 七 ) 


A: 


A 2 


J2 


2 


(-T+ V X 2 — 1)(\/ 了 2 +1 + \/ X 2 — \) 




(x-1) 2 


lim _ _ 

一 +°° 2 (:r+ y/x 2 — 1 ) ( \/ 工 2 平 1 + \/^r 2 — 1 ) 


lim 


( 卜士 ) 


2 1+ A y 1 



X 


)(V 


1 + 


X 



X 


【 571 】 lim 


yl 4~j：sinx 一 1 
e x2 -1 


解 lim 

x-^0 


yl +xsiru: — 1 
e j2 -1 


lim 


xsinx 


lim 


sm:r 


x 


0 (e r _ 1)( Vl^\-xsinx +1) 


°e x -1 


x 


(1 + vl + arsine ) 


【 572 】 lim cos(xe-)-cos(xe- 

x^O X 


仙 ” cos(xe x ) — cos(xe _x 
lim 3 

x-0 X 


lim 

x-^0 


-2sm^ (e ^ e '^sin^ e -7： J) 


X 


2 lim 

J—0 


sin 


x(e x +e~ J ) 


x(e" + e- x 


.x(e J —e—:) 

sin - 2 - 

x(e x —e 一 O 


x 2 (e 


4x 


1) 


4x 3 e 2 


X 


2 


2 


2 lim 


Q ( 

o V 


4x 


1 •爿 =— 2 . 


【 573 】 lim ( 一 1 ) 


— 0 


解 lim ( 2e 7TT — 1 ) 


lim( 1 + 2(6^"^ — 1) 


2(eJ + l 


2(j 2 +1) e^T -1 

■ ■■■ ■ ■ _ ■ ■■国 ■ ■ 


一 1) 


【 574 】 lim(2 — : r) 



解 lim(2-x) sec ^ 


nix— 1) 

1 2 2 

lim[l + ( — :r+l)]i J sin7T(x 2 n =e^ . 


【 575 】 


lim 


解 lim 


\ — sin°^ l3 x _ 

(1 一 sin a x )(1 — sir^x) 

\ — sin a ' p x , 


(a>0, /?>0). 


lim 


_€(«» + /?>• lnsinj- 


(l-sin^)d-sin^) 7(1 —e a . lns,nj )(l_e^ 


Insiru 


lim 




- e (a+/?) * lnsinj \ / a • lnsinx \ T 


(a~h/3) • lnsinjr 


\ / a • ins 

)• (i-e a . 


lnsiar 


) 2 .(f 


lnsinjr \ T 

q/3 • lnsiru- I 


(a~h/3) # lnsinjr 
Vafi • lnsinjr 



命 . 

注 其中： r 在 j 的附近变化，故 sinx>0. 


【 576 】 


oU2 

(参见 340 题) 


解题思路 由 shjr 及 ch:r 的定义，可得 


sh 2 x 

ln(ch3^) 




In 1 + 


3 


) 2 ] .4e 2 - 




3 

e T 




ln「l + 士 （e 香 


” 2 : 


e x 


利用 541 题及 529 题的结果，即知所求极限为 


1) 


zxjy 1 - sh, j 

解 ! l ^ln(ch3x) 


lim 

x-^O 


In 1+ 去 ( 


4e 2j 

~17 


吾了 




3 3 

e 2 —e 


j—o 


T x 


T 


( 為 ) 


【 577 】 lim 


sh y / ?"+x — sh \/X 2 — 

chi 


解 sh / 了 2 + 了 一 sh JX 1 — 


2sh 




x 2 — X v \/>T 2 + X + \/ X 1 — X 

• ch 2 


因为 


\/ X 2 — X 


2x 


(: C— + oo) ， 


1 + 丄 + 
X 


1- 
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ch 




/x 2 


/x 2 - 


chx 



e 


+ e~ 


所以， 


x . sh y/x 2 ^ X — sh \/ x 1 一 X 0 , 
lim j == Zsn 

一 + oo CiiX 


【 578 】 lim (x 一 lnchx). 


解 lim (x—\nchx) = lim ( x~In 


2x 


+ 1 


2e 


lim [2x+ln2 — ln(l + e 2r )] 


lim [ln2 —ln(e — 2r + l)] = ln2. 


gSin2x _g.sin.r 


【 S79 】t th: 


解 


lim 

x-^0 


^sin2x _gsinj 




thx 


lim 


(e sl 


\n2x _ inj 


e 5iar )(e 2x + l) 


e 


sin2x _ 


1 sin2x e siar — 1 


sin2x 


2x 


sirLr 


sinx 




(e 2j + l) 


_ 


lim 

x—0 


,2x_ 


2a: 


i_ +) 


i. 


【 580 】 lim 


ch — ^ ” 
n 


cos 


7T 

n 


ch 


丌 


解 


n 


JL -JL . n 

e” +e n 


cos 


7T 

n 


2cos 


7C 

n 


i+ 


1 


2cos 


7T 

n 


2cos-^ 


n _ n m 

”2 ( c ” + e n — 2co»-^-) 


JL - JL 
e n ♦ c n — 2 cos— 


2cos f 


e f+ e 一 f 


2cos 


7T 

n 


因为 


n 2 ( e"" +e 


-JL 

n 


2cos 晋 ） =r?2 ^ (e2" — e) 2 +2(l -cos 晋 ） 


n 


n 


-JL 


(— e ^ ) 2 + 4 sin: 


丌 

2^ 


e ^； — 1 


TC 

2^ 


n j e 壳 一 1 


sin 


丌 


+ 7T‘ 


丌 

2 n 


― ► 


丌 

2^ 


丌 

Yn 


2 兀 2 (rz—►oo )， 


所以 ， lim 


ch — ^ « 
n 




cos 


7T 

n 


【 581 】 limarcsin 


\-x 

1 + JT 


解 limarcsin 


\-x 

1+x 


arcsinC — 1) 


丌 


【 582 】 lim arccosC v x 2 +x — x). 


解 lim arccosC x 2 ^x — x) 


lim arccos — X - 

一 \/x 1 +x +:r 


arccos 


丌 


2 3 


【 583 】 limarctan - ~^-7. 

x —2 (x 一 2) 
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丌 


解 limarctan 


x 




4 


(x—2) 


【 584 】 lim arccot 


x 


x 2 


解 lim arccot 


x 


v 1 + x 2 


arccot( —1) 


3 


4 


丌 


【 585 】 lim 

/i-^0 


arctan(>r+/i) — arctanx 

h 


解 


arctan( x+/i) — arctanjr 
lim -:- = lim 


arctan 


h 


1 +:r (: r+/i) 


1 


-^o 


h 


h-^0 


h 


l+:r (: r+/0 


1 +x 2 


1 + x(x+/2) 


arctanjr 


o * 中利用了结果七 x 


1. 


In 


【 586 】 lim 


1 

1 一 x 


x-oarctan( 1 +x) — arctanC 1 — x) * 


In 


1 + 


x 


解 lim 


x 


arctanC 1 4~x) — arctanC 1 —x) 


lim 

x-^0 


In 


l + T^) 

1 —JT / 

2x 


2x 


2 - 


x 


\— X 


arctan 


2x 


2 — x 2 
\— x 


2-x' 


2 . 


J 


【 587 】 lim 


^arctan 


1 


n^x 2 x 


tanM f + 盖 ) 


解 lim 


warctan 


1 


rz(x 2 +l)+x 


tann (f + 孟 ) 


lim 

w-»oo 


"arctan 


1 


r 2 (:r 2 +l)+:r 


n 


1 


??(:r 2 +l)+:r 


1 + 


1 


1 一 Un 2^. lan 5 


X 


2lan fn tn 


1 一 1 < 


W +1) + 


X 


1 — tan 


x 

2^i 


1+x 2 


2tan 


x 

2n 


【 588 】 lim:r ( 子 


X \ 

arctan ^Ti)- 


解 lim jt ( — arctan 


X 


\ A C-l X CUI X I 1 

\ 4 x + l 


)=lim:rarctan 


arctan 


1 


J：—OO 


2x+ 1 


lim 


2x+1 


x 


1 


2x+1 


2x+1 


7C 

【 589 】 lim x I — — arcsin 




解 lim xi ^ — arcsin X 


1 


arcsin 


\/x 2 


lim jrarcsin 


* ) 其中利用了结果 

x—0 00 


v x 2 + 1 


lim 


VV + 1 


x 


1 


\/ 工 2 + 1 


vV + 1 


[590] lim 


1 + 


(-ir 


n 


csc( 7T V 1 + 打 2 


解 lim 


1 


4 


ir 


n 


csc(tt V 


一 1) 


lim 


1 + 


(-l) n 


n 


<-i) n 


nsin7r 


V 1+n 2 


n 


n 


nn~ n 


V 1+n 2 


lim 


1 + 


(一 ir 


n 


( 一 1 〉 wsin(w7r~ k V l + n 2 


lim 


1 + 


(-ir 


n 


( _ 1) sin(nir — n V i + ” 2 


n( 



— nn) 
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| m V +1 +/i 
^°°Trn(n^ +1 — n 0 


(n7T — 7T \/l+^ 2 —0) 


【 591】 lim —^ e : 2 • 

x -^0 X 


提示令 : y=i ，并利用 564 题的结果 . 

X 


0 X 


解设： y=l ，则 lim~4e 




lim^— 

”oo 


lim^n 

y—oo 0 > 


* ) 利用 564 题的结果 . 

【 592 】 lim x\nx. 

x-^4-0 

提示令丄，并利用 565 题的 结果 . 

00 

解设 : y = l ，贝 U limxlrur= lim — — = 0* } . 

jC x 一 + 0 -r oo y 

* ) 利用 565 题的结果 . 

【 593 】 （ 1) lim ( \/ x 1 +x — x) ； (2) lim ( y/x 2 +x — x). 

一 OO 4 - oo 

解 (1) lim ( Jx 1 -\-x ~x) = +oo • 


(2) lim ( Jx 1 +x ~x) 


lim ― ■ - 

”+°° Jx 2 +X +JC 


【 594 】 （ 1) lim ( yi+x+x 2 - yi-x+x 2 ); 

— oo 

(2) lim ( /1 +工 + 工 2 \/\— x-^rx 1 ). 


解 （ 1) lim ( yi+x + x 2 - Jl-x^rx 1 )= lim 


2x 


l+JT + X 2 + J\— X-V X 1 


lim 

一 O 


-2 




+—-fi+J-4--—+i 

X \ X 


- 1 ; 


当 x— — "oo 时， :r =—%/?"• 


(2) lim ( J 1 +x+x 2 一 J\ — x^rx 2 ) lim 



+ 1 + 


+ 1 


* ) 当： T— + oo 时 ，: r= \f7• 


【 595 】 (1) lim arctan -- ； (2) lim arctan -- . 

x— 1-0 丄 _ X x -^1 + 0 1 — x 


解 （ 1) lim arctan -- 

x—l-o 丄一 ： r 

(2) lim arctan t—^ — 
x-i+o 丄 —：r 


【 596 】 （ 1) lim—(2) lim ― ^-p 

… 0 l + e 了 0 l + e7 


解 


(1) lim—=- 

… 0 l + e 


1; (2) lim 


0. 


0 1 + 


【 597 】 （ 1) lim ln(1 + eJ) ; (2) lim ln(1+e ” 

•T— 一 oo OC j—♦ 4 - oo JC 


解 （ 1) lim 


(2) lim 


im - 

• 一 oo JC 

• 

9 

ln(l + e J ) _ 

一 lim 

X 

一 lim 

JT— _ OO 

ln(l + e x ) _ 

=lim 

x— + oo 

X 


ln(l + e J ) 


1 + 


ln(e—i + 1) 
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【 598 】 证明： 

(1) 当: r —一—2 + 0; 

1 十 X 

(2) 当 : r — + oo 时，7^ ^2 — 0. 

1 十 ： r 


证 （1) 当 x <0 时，及当 U | 充分大以后, 


2x 


1 + 


x 


>2. 于是，当 JT — 一 OO 时， 


2x 


1 + 


X 


2 + 0 ; 


(2) 当 : r >0 时，0< 


2x 


1+了 


<2.于是，当: r —+ oo 时 


2x 


， 1 +JT 


2 - 0 . 


【599】 证明： 

(1) 当 了― 一 0时，2"->1-0； 

(2) 当： r — + 0时， 21 — 1+0. 

证 （1) 当： r <0 时， 0<2 i < l . 于是，当: r —— 0时， 21 — 1 — 0; 

(2) 当： r 〉0 时， 2 i > l . 于是，当： r — + 0时， 21 —1 + 0. 

【600】设 /(： r )=： r +[> 2 ]， 求 /(1)，/(1—0)，/(1+0). 

解/⑴= 2; 

/(1-0)= lim (: r +|> 2 ]) = l +0= l ; 

x -^-1-0 

/(1 + 0)= lim ( x +[ x 2 ]) = l + l = 2. 

+ 0 

【601】设 /( x ) = sgn ( sin 7 r : r ) ，求 /(”），/(n —0)，/(”+0) ( w =0, 士 1，•••）. 

解 f ( n )= 0 ; 

/(w —0)= lim sgn ( sin 7 U ：) = ( —1)”— 1 ; 

—0 

/(r? + 0)= lim sgnCsinjcx) = ( —l) n . 

JT—fl + O 


求： 

【 602 】 V\mx 



解因为 V cos 士为有界函数，所以，士 = 0 . 

【 603 】 lim:r [丄] • 

x-^0 OC 


提示 注意到当时，有 丄 一 1<[丄]<丄 

X X X 

解因为 


【 604 】 limsin(7r vrz 2 +1 ). 


(㈣) 


当 T >0 时 


当： r <0 时 


于是， lim : r [ — ]= 1. 

j — 0 X 


-X<x[-]<1, 




解 limsin (7 T Vn 2 + \) = lim ( — 1 ) n sin (7 r v n 2 — rm ) = lim ( — l) n sin 


丌 




n-^oo 


rr 


v w 2 +1 + 行 


【 605 】 iimsin 2 (tt v + ^ ). 
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n 



解 


limsin 2 (丌 a/ n 2 +r?) = lim-^-[l — cos(2tt Vn 2 -\- n )^\ = lim ( 1 — cos[27r( ^/ n 2 -\-n \ = 1. 

n^oo 71—00 Ld Li n-^co ' ) 


【606】 lim sinsimior. 




解先设 0<: r<7r， 这时， 0<sin:r<:r，0<sin(sin:rXsin:r ，依次类推•用数学归纳法，即可证得 


打个 


n— 1 个 

― A _ 


O^sinsin." sinjr^sinsin." sin:r ， 


这说明 sinsin-siru: 随着 n 的增大而单调减少，于是，由其有界性知极限 


«个 


r 、 

limsinsiminjr 


n—^oo 


f 1 


存在有限，且0<^<1，因此， 


”个 




limsinsin-**sinx= sin( limsinsimiru:) 


n 


即 sin" = ；i， 故 fi = 0 . 

同法可证，当:时 




limsinsin-**sinx = 0 

W — ^oo 

再利用 sirLT 的周期性（周期为2:0,得知对任一 X值，均有 

_ n A _ 


limsinsin." sin:r = 0 


16071 « lin ^( x )= ASl ^( x ) = B，M 


研究 例子: 


cp ( x ) 




•r=f (p，g 是互素的整数）， 


0(-r) 


0， x 为无理数， 


1， xt^O 
0， x = 0 


并且: r—0. 


解不一定.例如，对于函数 


cp ( x ) 


X 


f (p，g 是互素的整数）， 


及 


0( x ) 


0， I为无理数. 

1， x ^ O , 

0， x = 0 . 


则有 


lim^(x) =0(= A ) 及 lim 0( x ) = 1, 

•r— 0 j：—0 


但是，极限却不存在•事实上，当: r 以一串无理数列 a 趋近于零时，有〆；）=0,因此 ^( cpU n )) 


0 


0(77= 1,2, …）； 而当X以一串有理数列: rl 趋近于零时，〆:^)关0,因此，〆 /夂））=1(^=1，2, …）. 
由此可知，极限 lim^p(jr)) 不存在 • 


【608】证明柯西 定理： 若函数 /(：r) 定义于区间 （a, + oo), 且在每一个有限的区间 （ a ， 6 ) 内是有界的， 


则 


(1) lim 


/(x) 


X 


lim [/(：r+l )—/( x )] ， 


(2) lim [/( x)]T = lim ’(文 ) (/(，)》0)， 

+ oo jr 一 + oo J \^C) 

假定等式右端的极限都存在. 

证 （1) 记 lim [/ U + l ) —/(: r )] = A •任给 £ >0,必存在正数 X Q > a ， 使当： r > X Q 时，恒有 
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现设 x > X 0 + 1. 于是，恰有一个正整数 W (依赖于： T ) ，满足 r =: r — X 。 一 72,则 0< r<l，x 


X 0 + r + n . 我们有 



A = 


x 


n 


x 


/( x )-/( X 0 + r ) 


-A 


n 



/( X 0 + r ) ( X 0 + r)A 


x 


x 


显然 


X 


/( x ) —/( X 0 + r ) 


-A 


n 




/( X 0 + r +”）—/( X 0 + r ) 


-A 


n 


n 


W9 

2 [/(X 。 + r+ 々） —f(X 0 + r+ 々一 1) — A] 


< 丄2丨 /( X。 +r + 々） 一/( X。 +r + 々一1) — A 

W I % 


<— - 


ne e 


n 


由假定， /( I ) 在 Xo<x<Xo + l 上有界，故存在正数 Xi ，使当时，恒有 


/( X 0 + r ) 


x 


< 


e 


(0< r < l ); 


另外，显然存在正数乂 2 ，使当 i > X 2 时，恒有 


(Xo + l)A 


x 


< 


e 


令 X = max { X 0 + l , X 1 , X 2 }. 于是，当： r>X 时，必有 


/(J) 


A 


x 




e 


3 


£ 


由此可知 lim = A •故 （1) 获证. 

^ oo X 


/( x +1) 


(2) 由假定， /(« r )> c >0 •记 lim 显然 A >0. 下证 A ^ O . 事实上，若 A ^ = 0, 则存在正数 

十 oo J \JC ) 


久。，使当了彡乂。时，必 o < /( & +1 ) <+. 于是， 


o < 


f ( x ) 

/(X 0 +rz) — /(Xq +w) 


/(Xo) 


_ • /( Xp + rz -1) 

/( X 0 — 1) /( Xo+rz —2) 


/(Xo + l) 
/(Xo) 


<(+)” 


由此可知 lim /(乂。+^ 2 )= 0 ,此显然与矛盾，因此，有 A r >0. 


由于 /(： r )> c 〉0 且 /( i ) 在每个有限区间 （ a ,6) 内有界，故函数 ln /( x ) 在每个有限区间 （ a ，6) 内也有 


界，并且 


lim [ In/(x+ 1 ) — ln/(x)] = lim In ’(夕土 U = lnA 

j-^ + oo j \3C) 


—+ oo 


于是，将 （1) 的结果用于函数 ln /(： T )， 即知 


lim 




工 


故有 lim [/( x)]T = lim [ e ln/ ⑴]士 = lim e : = e In * A ， = A \ 

X-^ 4 - oo + oo + OO 

证毕. 

【609】证 明：若 （1) 函数 /(: r ) 定义于区域 X 〉 a 内；（2)在每一个有限的区域 “<: r <6 内是有 界的； （3) 

lim [/( x 4- l )-/( x )] = -hoo (或 一 oo )*〉 ，则 

J • 一十 OO 

lim = +QQ (或 一 o °). 

了 — ♦ oo JC 

证 只要证明 lim [/(: r + l ) —/( o :)]=+ m 的情形，这时要证 lim /^ = + oo ( 对于一 OO 的情形，只 

工一 + OO X— ^ + OO 00 

要考虑函数一 /(X) 即可归结为 + oo 的情形）.任给 G >0 .必存在正数 X Q > a ，使当时，恒有 

/(• T + 1 ) —/( x )〉4 G . 

现设:^0>2(& + 1).仿608题 （1) 的证明，恰有一个正整数 W 依赖于: r )， 满足 rz<:r — X Q <"+1 •令 r=:r 
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— X 。 一 ” ，则 0< r<l ，: r = X 。 + r +?7 •由于 rz + l 〉 x — X 。 〉 X 。 + 2 ，故 w > X 0 + 1〉 X 。+ r . 从而 ，2 w 〉: r ，即 


n 


x 


> + • 


又，我们有 


fix ) _ n /( x )—/( X 0 + r ) , /( X 0 + r ) 


X 


X 


n 


x 


显然 


/( x )-/( X 0 + r ) 


n 


n 


[/(X 0 + r + 々）一 /(Xc)+ r + 々 -l)]>l • 4”G=4G ， 


故 


n /( x ) —/( Xq + r ) 


x 


>2 G . 


n 


由假定， /( i ) 在 X 0 < x<Xo + l 上有界，故存在正数兄，使当 x > X ! 时，恒有 


/( X 0 + r ) 


x 


< G . 


令 X = max {2( X 0 + l ), X 1 } ，则当 j:>X 时，恒有由此可知 lim 

JC I-♦ + o 



X 


= +00. 


证毕. 


* ) 原题条件 （ 3) 误写为 lim [/(x+1) —/(x)] = oo, 结论误写为 lim =^^ = 00 . 例如，按下式定义 

X 一 + 00 JT— + oo 3C 


[0，+ oo ) 上的函数 fix ) : 


2n ， 2”<jt<C2m + 1 ， 

/( X )= i 0, 2出 <:<2出， ㈣ ， 1 ， 2 ，…). 


则显然 /( JT ) 满足原题的条件 （1) 和 （2)( 这时 a = 0)， 并且 lim [/( x + l )—/(: r )] = oo ; 但显然 lim 

+ 00 4 - oo 3C 


古 00 (实际 lim —— ^ 不存在 ， lim J ”， =0 ， lim 


fix ) 

x 


/(x) 


1 ). 


X 


【610】 证 明：若 （1) 函数 /(: r ) 定义于区域 内； （2) 在每一个有限的区域内是有界的 
( 3 ) 存在着有限的或无穷的（带确定符号的无穷，即 + oo 和一 oo ： r > 极限 

lim /( 出)厂,⑴ = Z ， 


X 


贝 lj lim ^^T = - T ^. 
t - 4-00 x n - r \ 

证先证一条一般性的定理 （Stolz 定理在函数情形的推广） 若： （1) 函数 /( I ) 与 g ( X ) 都定义于区域 
o :> “内； （2)/( x ) 与 g ( x ) 在每一个有限区域 a < Cr <6 内有界，并且 g ( x ) 当 x>a 时满足 g (* r + 1 )〉 g (_ r ) 且 
lim g (: r ) = + oo ; (3) 存在极限 


lim 


/( x + l )_ 
g ( x -\- l ) — g ( x ) 



=1 ( l 为有限数或为 +°° 或为一 °°); 


则必 上 ， SfH 


证如下 




先证 / 为有限数.任给 e >0. 存在正数 X 。〉^ 使当 x ^ Xo 时，恒有 


/( x +1) —/( x ) 
g ( j ：+ l )— g ( x ) 


-L 


< 


£ 


现设 x > X 0 + 1. 于是，恰有一个正整数 n (依赖于 I ) ， 使 rz <: r — Xo < w + 1 •令 T = x — X 0 — n ， 则 0< r < l，:r 
X 。 + r +〃. 我们有 


/( j )-/( X 0 + r ) 
g ( x )— g ( X 0 -\- z ) 


w ■ 


L 
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n 


S 


g ( X 0 + r +々） — g ( X 0 + r +々 一 1) 

^( x ) —^( X 0 + r ) 


_ /( X 。 + r +々） 一 /( X 0 + r +々 一 1) 
_ g(Xo + r + 是） —— g(Xo + r + 左 ——1) 


-/ 


而 


/(Xp + r + 裊） ~/( X 0 + r +々一1) 
^( X 0 + r +々） 一尽 （ X 0 + r +々一1) 


-/ 


< 


e 


2 


(々= l ，2，."， n ) 


又由于 


g ( x ) = g ( X 0 + r + w )〉 g(Xo + r + w — l )〉 g ( X 。+ r + w —2)〉 …〉 g ( X 。+ r ) ， 


从而, 


g ( X 0 + r +々） — g ( X 0 + r +々 一 1) 

g ( x )~ g ( X 0 + r ) 


〉0(々 = 1，2，.“，”）； 


由此可知 


/( j ) —/( X 0 + r ) 
g(x)—g(X 0 —T) 


-l 


<f S 


e 


g ( x )— g ( X 0 + z ) 


容易直接验证等式 

fU ) 


l 


1- 


g ( Xp + r ) 

g (工） 


• /(x)-/(X 0 + r ) 
L ^( x ) —^( X 0 + r ) 


-/ 



/( X 0 + t )~ lg ( X 0 + r ) 

g (工） 


由于 lim g ( x ) = + oo , 并且 / U ) 与 g ( x ) 都在 X 0 < x<Xo + l 上有界，故必有正数 X ,> a 存在，使当 x>X 


时，恒有 


g ( X 0 + r ) 

公（工） 


< 


/( X 0 + r ) ~ / g ( X 0 + r ) 

gU ) 


< 


e 


4 


令 X = max { X 0 + l , X I } •于是，当： r 〉 X 时，恒有 


< 


3 


e I e 


2 2 



4 


e 


由此可气， JfH ， z 为有限数 获证. 

下设 Z =+ oo ( 若 /=— OO , 则考虑函数一 /(： r ) 即可化为 Z =+ oo 的情形）.任给 G >0, 存在正数 Xo > a , 


使当 x > Xo 时，恒有 


/( x-f 1) —/( x ) r 


当 - r > X 0 + l 时，仿前一段之证，有 


/( x )-/( X 0 + r ) 
g(x)— g(Xo-^z) 


n 




2 

k = \ 


g ( X 0 + r + 是） 一 g ( X 0 + r +々一1) /( Xq + r +々） — /( X 0 + r +々 _ 1) 


^( x )— g ( X 0 + r ) 


g ( X 0 + r +々）一 g ( X 0 + r +々一1) 


从而， 


/( x ) —/( X 0 + r ) ^ ^ 令 g ( X 0 + r + 走） 一 g ( X 0 + r + 灸 一1) _ 

g ( x ) — g ( X 0 + r ) ^ 作〜、 — 作广 y \ 


g ( x )— g ( X 0 -\- z ) 


易知 


/(x) 

尽 O) 


1- 


g ( X 0 + r ) 

g (工） 


/( x )-/( X 0 + r ) ( /( X 0 + r ) 


^( x )-^( X 0 + r ) 





根据 lim g (: r ) = + oo 以及 /(： r ), g (: r ) 在 X 0 < x < X 0 + l 上的有界性，可取正数 ^〉 a ， 使当 1 >兄 


时，恒有 


g ( X 0 + r ) 
gU ) 


< 


/( Xp + r ) 

g (工） 


< G , 


令 X = max { X 0 + l , X 1 }. 于是，当： r>X 时，恒有 

△^>丄. 

gU ) 2 

由此可知 lim ^ = .所述一般性定理获证. 

g\X) 


4G—G=G, 
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现在我们应用此一般定理来证明本题，在一般性定理中取 W ： r ) 


X 


M + 1 


•显然此 g •(: r ) 满足一般性定理的 


条件，并且 


1. /( JT +1) — /(JT) _ y /( JT +1) — /(X) 

g(x^l)-g(x) — 二 〒。o ( 工 +1 )出一土 


lim 


/( x +1) — fix ) 


( rz-f l ) x n + 4-(/2+ l )7? x n "H - h(/z + l ) x+l 


lim 

j •一 + oo 


/( x +1) —/( x ) 


1 


JC 


n 


(W+l)+-7r(77 + l)nx~ l 4* ••• + (??+ l)x~ n l - x~ rl " 


72 + 1. 


由此，根据此一般性定理，即得 lim 



= lim 


x 


/( i ) — I 

g (< O 0 ) 77 + 1 


证毕. 


* 


原题所说的无穷，必须是带确定符号的无穷，即 + oo 或 一 oo ; 参看 609 题末尾加的注. 


注 608题的 （1) 和609题可直接从上述一般性定理 推出. 实际上，只需令 #(: r )=: r ， 由 



1. /( X + 1) — /(工） _ y /( X +1)— 

xJ+L^(x+l) — g(x) j-Tio (: r+1) — x 


lim [/( x + l ) —/( x )] 


即知. 


【 611 】 


证明:⑴， «)” 


e r ? 


x 


(2) lim ( 1 + x + —+ ••• + 


n 





n 


证 （1) 当 ： r = 0 时是显 然的； 当： r 关 0 时，令％ =二，由 71 题的结果，得 


lim ( 1 + — )" = lim ( 1 + — ) ^ " = e J ； 

n-^oo ' 71 ' n-^oo ' y n ， 

(2) 当 x = 0 时是显然的，我们先讨论 x >0 的情形.由牛顿二项式定理知 

1 + — )" = l + x + f ^( l -丄 ） H - h _( l _ 丄）… （1-^^) 

n 7 l \ v n 7 n \ v n / v n 7 


c+x+f^.+b 


另一方面，当 m > n 时有 


i + 丄 r > i +^( 卜士） +•••€( 卜士） -( i - s ) 


— 1 


m 


2 ! 


m 


n 


m 


m 


令 m — oo ( n 保持不变），得 


e ^ l + x + f [ + ...+^ 


由此可知 


lim ( 1 +: r + + … + ) = e ’（: r 〉0). 


由于 


X 


1 +工+开 + … + 


咅 )(卜 x + lj + … lr 笏) =1+ (_ lr (合) 


X 


而由 61 题知，对固定 I 有^5 = 0.于是，对于工 <0,仍然有 


!t ( 1 + : + fy + ." + ^[ )=eT (工 <0) 


【 612 】 证明： limnsin (27 rer 2 ! ) = 2 tt . 

71 一 OO 

提示利用72题中的公式 （1). 

证由72题 
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出 +*+•••+ 忐 + 為 


其中0<氏<1，因而， 


lim W sin(2^!) = limrzsin 2^! ( 1 + 1 + 告 +…+ ^^1^ + 「 “ 舍出 ) 


sin 


lim- 


U {n 
K {^~ 


1 I ❹ n+\ 

77+1 ( 打 + 1 ) 

J_ I On-bl 

卞 U+l ) 2 


2nn 


in 


1 I On+l 

^FT (”+ i ) 




2 丌 


作下列函数的 图像: 


【 613 】 (\)y 


\- x 100 


;(2)y= lim(l—x 2n ) ( —l^x^l) 


解 （1) 如图 1.238 所示.它关于: y 轴对称. 

9 (1, kl < i ， 

( 2 > 3 ； =lim(l—x 2n )=( 

” 一 00 10, I x I = 1. 


如图 1. 239 所 7 K . 




m 1. 238 


a 1.239 


【 614 】 （ 1) ：y 


100 


1+ x 100 


( x ^ 0 )i 


解 （1) 如图 1. 240 所示 • 

f 0 ， 0^ 9 


( 2 ) ^= 1 ^ 7 ^— U>0) 

n-^oo 1 X 


(2)3 ； 


1, 


， l < Cx<C + °° 


如图 1. 241 所示. 



S 1. 240 




图 1. 241 


【 615 】 : 《二 " 

n-^ooJi JL 


( x ^ O ). 


-1 


解 因为 所以，: y =^0. 


如图 1. 242 所示. 


I x I <1, x^O 

1:1=1， 

kl > l . 
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m 1. 242 


【616】 



解 y = y ^= 1 : 1 . 
如图 1. 243 所示 • 


【617】 y = lim 

n—oo 


解 



O ^ x^l ， 
x > l . 


( x >0). 


如图 1. 244 所示. 



图 1.244 


【618】 y = Uitia / 1 +: n + ( 


( x >0). 



O^JT^l ， 
l < x <2, 

2^ x < + °°, 


如图 1. 245 所示. 

【619】 y = lim —===== ( x ^ O ). 

n ^°° ^/ 2 2n + x 2n 

f 0， 0< x <2， 

解 y = < 2^/2 , : r = 2 , 

、 i 2 ， x>2. 

如图 1. 246 所示. 

【620】 （ l )： y = sin 1000 x ; 

( 2 ) 3 ；= limsin 2 rt x . 

n-^oo 

解 （1) 如图 1.247 所示.其图像始终在 Or 轴 上方. 



图 1.243 



m 1. 245 



O x 

图 1.246 
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【 624 】 


•y 


X 


+产 


解 




= 上?1 l-fe" * 

r 00 , x < CO , 


< 


X 


0 


、1， jc >0 


如图 1.252 所示 • 


【 625 】 3 ,= ^ m 


In 


U>0). 


x x 


解 


y 


lim 


_ ln(l + 




图 ].253 


X 


X 


X 


X 


X 


X 


如图 1. 253 所示 

【 6 2 6 】若有 


lim [/( j ) — (々 jt +6)] = 0 


则直线称为曲线 y = /( d 的（斜）渐近线.利用这方程推出渐近线存在的充分必要条件 
解题思路先讨论渐近线从右边伸向无穷远的情形.当 x >0 时，由于 



_ /(: r ) — (kx + b ) 


X 


X 


+ k +— 

X 


利用假设条件即得 


lim ’(,) =k 及 lim [/( or )— 々: r ]=" 

一 + oo JO r-^ ^ oo 


反之，若上式成立，则 lim [/( x)-(^x + 6)] = 0. 

+ «> 

用类似的方法可讨论 JT — — OO 的情形，且得同样结论. 
解先讨论渐近线从右边伸向无穷远的 情形： 


lim [/(了） 一 （々: r +6)] = 0 


( 1 ) 


而在 ： r>0 时， 


— ( kx ^ bb ) 、^ \ b 

x 


x 


x 


可见 


lim ^ = k . 


( 2 ) 


X 


又由 （1) 式得 


lim [/( x ) — 々 x ] = 6, 


(3) 


—♦ -+• oo 


即常数々，6可由（2)、（3)式确定•反之，若极限 lim 存在，且为有限数々，极限 lim [/(^ r ) — ^ r ] 存在且 

+ oo DC ♦ 4 - oo 


有限，等于6,则 （1) 式成立，即 


y 




kx-\-b 


是一条渐近线.用完全类似的方法可以讨论一 oo 的情形，且得出同样的结论 
综上所述，所求的渐近线存在的充分必要条件为 

lim ’。) =k 及 lim [/( x ) — = 


— oo JO 


此时为曲线 J =/(： T ) 的（斜）渐近线 
【 627 】 求下列曲线的渐近线并作其图像: 


(1)5 


x 


x 2 + x -2 f 


(2) y= v x 2 -\-x ; 


(3) y= x/x 2 —X 3 ; 


(4) ^ 


xe 


一 1 
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(5) : y^lnCl + eO ; 


(6) 夕二了 +arccos 


x 


(7) ：y 


x 


l+i 


(1+ x )" 


提示 （1) 注意 lim：y = oo 及 lim ^=00 ， 并利用 626 题的结果，即得渐近 线：: r = l ，: r =— 2 及 y = 1. (2) 应 

x-^1 : r 一一 2 

就: T —— oo 及； r — + oo 分别利用 626 题的 结果. （4) 仿 （2). (5) 仿 （2). 

解 （1) 因为 lim ： y=oo 及 lim ： y ; = oo , 所以，直线^=1及: r =—2 为曲线的垂直渐近线.其次，因为 

jr^ — 2 


k = lim 


y _ = 

X 


X 


l^^xCx 2 +:r — 2) 


0 


而 


b = lim {y — kx ) = lim 


x 2 +x-2 


1, 


所以 0=1 为曲线的水平渐近线. 

曲线通过原点. 

当一 2<: r<l 时，: y <0, 故曲线在 Oj : 轴的 下方； 

当： r > l 或: r < 一 2时，3^>0,故曲线在 0: r 轴的上方 


适当描若 干点; 


8 


A (2， l )， B (->/2 , — W )， C (4，|)， D ( — 3, 子）， 


• • • 


并用光滑曲线连接，即得图像（图 1.254). 


(2) k 


lim ^Z±^ =1 ， 6l 

崎十 00 X 




lim ( v x 2 + j : — x )= 



图 1. 254 


k 2 = lim ― X +1 = — 1，6 2 = lim ( y / x 2 ~ x )=— 


x 


于是，直线: y =： r + f 及—工 _ + 为曲线的（斜）渐近线 • 


曲线 N / y + Z 为双曲线 

2 


JT + 


y 


T 


4 


1 ， 


在 ar 轴上方的部分.如图 1. 255所示. 


(3) k = lim 


X 


X 


i ^ V? 1 


1 




1 



b = lim ( 1 / x 1 — + x ) = lim 


X 3 + X 2 - X 3 


^(^ 2 -x 3 ) 2 -X ^/x 2 - x 3 +x 2 


lim - j — 


1 





X 


1+1 


3 


斜渐近线为 


y 


X 


+ 7. 


曲线通过原点及点 A (1，0). 


当 一 oo 〈 x〈l 时，: y >0; 而当： r>l 时 ，3；< C 0 
如图 1. 256所示 • 


(4) 当: r >0 时， 


lim 


xe 


( e "- l ) 


1， 



图 1. 256 
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b = lim 


xe 


-1 


x 




0 


故渐近线为 


y=^i 


当： r <0 时， 


k = lim 


: re 


-oox (e r — 1) 


0， b = lim 


xe 


e s ~\ 


0, 


故另一渐近线为5=0. 


曲线在 


X 


o 处无定义（以后可以说明它是“可去的间断”) 


因为^>0,故图像始终在 Ox 轴的上方. 
如图 1. 257所示 • 


(5) 当 i >0 时， 


k = lim 


ln ( 1 + e r ) 


lim 


x 


x + ln ( e 〜 + l ) 


x 


b = lim [ ln(l + e ^)— x ]= lim ln ( e— r + 1) =0 ， 


故渐近线为 ^ 


x . 


同法可求，当： r <0 时的渐近线为 j ；=0. 


曲线通过点 A (0， ln 2). 
如图 1. 258所示. 


x+arccos 


(6) k = lim 


x 




X 


1， b = lim [(: r+arccos — ) — x ] = 号 

r-^oo JC lj 


故渐近线为 ： y = 


y 



图 1. 257 



图 1. 258 


将函数 y = x 及 ^ = arccos 一 （见 316 题）的图像按相加法即得，如图 1. 259 所示. 

JC 


(7) k 



b 


e 



故渐近 + t 賊通过原点._ I 260所示. 


求下列极限: 


【628】 lim 


X 


n + 1 


X 


_(n + l )! ( n +2) 



• • • 


+ 


X 


In 


(2 n ) 



解题思路 注意到 


x 



x 


n + 2 


( w +1)! (” +2)! 


+•••+ 


X 


In 


(2 n ) 


I T I 出 

< ^ 1 U H — H*H n - 丨 ) 


当 M =1 时，不等式右端趋 于零. 当 | x | 时， 


右端 


i— 了 1 


X 


X 


_( n + l )! 


一 ( Ul 2 )- 

+1 # n \ 


利用 61 题的结果也趋于零. 



解由于 


X 


X 


2 n 


(n+1)! 


• • • 


(2；0! 




• • • 





当|刘= 1 时，上式右端为 
当 k | 关 1 时，此式为 


n 


(n+1)! 


0 (rz-^oo ) ； 


X 

出 1 - X w 1 

r x 

X ( 

X 

2 广 

( W + 1 ) ! 1 — | X | 1 — X | 

L ( n + 1 )! n 

+ 1 7飞 

I 

• — ^ 


由 61 题的结 果知： 


(丨二 1 ! 2 ) 一 0 U 


oo ) ，故当 W 


时有 


I 


X 


i-kh 


( 72 + 1 ) 


1- 


X 


0 


于是，对于任意实数 I ，有 lim 




X 


X 


n + 2 


- (”+1 ) ! (n + 2) ! 


+ ••• + 


X 


In n 


( 2 ”）！- 


0 


【 629 】 lim [( 1 + jt )( 1 + jt 2 )( 1 + x 1 )•••(! )] ，若 | ：r | < 1 . 


提示由 1 +:/ 


\-x 


1 一 


(々 = 0 ， 1 ， 2 ，…，”）可得 （ 1 +: r ) ( 1 +: r 2 ) ( 1 + JT 1 ) … （ 1 + jr 2n ) 


1 一: r : 


n + 


X 


l-X 


解因为 


1 X 


l -- 2 


r l + x 2 卜？ 


\-X ， 




1- JT 2 ’ 


1+? 


l-x 




所以， 


1-X : 


(1+:)(1+工 2 )(1+:”".（1+/)]=下 


X 


又因 M < 1 ， 故当 n — oo 时 ， r 


0 . 最后得到 


lim [( l +: r )( l - hx 2 )( l + x , ) ••• ( 1 +: r 2 ” )] = -r ~~• 

n—^oo 1 JL 



提示 由 sin : r = 2 cos 专 sin ^- = 2 2 cos 专 cos 子 sin 子 = ••• = 


2 w cos 令 cos 手 •••cos -^-sin 長 

u L L 


可得 COS -^-COS 4 


cos F = ' t £ -^ V ( ^ 0) * 当工 =0 时，显见原式为 

sin — 


解因为 


• _^ OC • JC _ f^o JT 3C • 3C 

sinx = Zcos —sin = l cos —cos —sin — 


2"cos |cos 手 ".cos -^sin 


所以， 


X 


lim ( cos • cos -v 
n-oo \ Z 4 


• • • 


cos 吾 )=lim 

L / n-^oo 


smx 


i 


2 n . x 
sin 


(^ o ). 


X 


X 


X 


sin 


当 


x 


o 时，原式显然为 1 . 


【 631 】设 lir ^^ = l ， 其中 〆 x )〉 0 , 再设 w — ⑴时 amn 々 0 ( m = l ， 2 , …，《)，换言之，对于任意 e 〉 0 , 
存在正整数 N ( e )， 当爪= 1 ， 2 ,… a 且” >州£)时|‘ |< e •再假定关 0 . •〉 


证明： 


lim[^(ai w ) +p(a 2 n ) + •••+〆 〜 )]=lim[ 0 (ain ) + 4 ( 02 ” ) + ••• + 0 (aw ,)] ， 


( 1 ) 


n—oc 


此处假定等式 （ 1 ) 右端的极限存在. 

证任给£> 0 ,存在 3 > 0 ,使当 0 < I :r I < 3 时，恒有 
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从而（注意到 0 ( x )〉 O )， 


cp(x) 

( p ( x ) 



〈£， 


( 1 — e )0( xX ^( x )< C ( 1 + e )0( x ). 

由 1 ^ 0 以及 ( m = 1,2，•••，《)知，必有正整数 N = iV ( e ) 存在，使当 72> iV 时，恒有 

0<C | amn I (m=l ， 2 ， "* ， r?). 


于是， 


(1 ~e)(p(amn 、〈 (pi(Xmn ) < ( 1 + £ ) 0( ) (7? 〉 N ， 772=1 ， 2 ，…， ”）• 

将这〃个不等式相加，得 



n 


(1 — e ) 2 ( p ( a n m X 2 X (1 + e ) 0( ) ( n 〉 N ) • 


m = 


m 


m 


w m 


即 


l -£< 


m ~ 


n 


< l+e ( n > N ). 


2心 


m — 


m w 

y ^ j ^ arrm ) 


由此可知 Um 


m = 1 


r 靨 

> : 0 !mri ^ 


1 . 由假定，极限 lim 2 0 ( 1 ) 存在，故 


tn = 


rn = 


Inn > : cp^otmn ) 


9 % 

y^j (p(a n m 


lim 


m 


m = 


wm 

y^j (p(anw 


wm ww 

(lim 2 0( cr 廝 ））=lim ip ( ) 

°°m=l ^°° m=l 


m = 


证毕 • 


* ) 作者 注：此 题应加上条件 a 顧关 0( 原书没有），因为 p ( x ) 或 〆 : r ) 都可能在 ： r = 0 处无定义•另夕卜， 


m 


1，2，…应改为 


m 


1，2，…， w . 


利用上述定理 ，求: 

n 

【632】 lim 





解题思路令 : T 


n 


(p(x) = y/\ -\-X — 1 f 0(x) 


X 


先求出 lim 



o0(x) 


1，其次，说明 一 T =>0 ( n -^ oo；k 


71 


1，2, 


•••， n ). 最后，求出 lim = j •利用 631 题的结果，即知所求的极限也是 + • 

fi—oo ^ _ j O W U v) 

下列各题 （633 〜 636) 的思路相同. 

解设 x = g ， 我们将首先说明它满足631题的条件.首先， 


lim yr ± i^i 

x-o x_ 

T 


= lim 

X—0 


_ X _ 

1 / (1 + x) 2 + v^T-Kr + 1 



= lim 

j —0 


1 /( l + x) 2 + y /\ +X + 1 




其次’ ^0 oo ; 々= 1 ， 2 ,…， n ). 最后 ， g = = + •所以， 


[6331 

解 因为而且当时，( ㈤ ， u ). 
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又因 lim 


ka a 


，故利用 631 题的结果，即得 jijn ^ (sin^)=-| 


k = 


【634】 lim (a 


1) ( a > 0 ). 


解我们有 


a x — \ 1 \ xr , «L k 


\na 


)=1 ， 当 卜 OO 时， 7 • ln.=>0 ( 々 =1 ， 2 广 . ， ” ）且 ^；^ p ^ = T ln a 


因而， 


” R 

lim Ca n2 — 1 ) 


\ na . 


k = 


【635】 lim JJ (1+ 表). 


提示令: v = fr 0+4 卜则有1叩= t l n (l + 4 l 利用 631 题的结果，先求出 lim ln(l + 4) 

* = i w / k=\ 乂 71 ' 务 =i \ n f 


解设 


n(l + ^) ， In 尸 gln«) 


我们考虑下列极限， 


lim|]ln(l + ^). 


因为 lim ln( 1 + r) = 1 ，又 

n-^oo X n 


时，々 


n 

s 


，所以 ， limln 


即 lim 


n ( 1+ 含卜 ei= ^. 


【636】 lim cos 


ka 


n y/n 


提示 令： V = fr COS -^ II , 当 n 充分大时， cos -^=>0, 此时 

^ = 1 n \Jn n Jn 


\ny 




以下仿 632 题，只需注意 lim l nn：H 2 an2jr) = l. 

x-0 X 


解 


设： y = fr cos 当 rz 充分大时， CO s ~^ z >0, 此时 

k = \ n yjn n y/n 


wm 

\ ny = ^ lncos 


ka 
n yfn 


§ ln ( 1+tan2 ^) 


因 lim l n( l + ; an ~^ = 1，又 -^ z 々0(；2— oo 时 ，々=1，2，•••，《) ，且有 

•* ■ 一 0 00 n yjn 


P 心 k 2 a 2 v w (”+ l )(2 w + l ) a 2 

lim > . ―^― = lim -- 

_ Tl n-^oo 6 Tl 

k = l 


所以， liming 


ka 


即 lim cos — p = e 

^°° 走 =i n ^Jn 


i 


【637】数列 ^ 由以下的等式所 给定: 


X \ = ^fa 9X2 = w a "4 ~"yfu » 


工 3 




a+ y/aA-yfa 9 


• • • 


U>0). 


求 limx w . 


证明思路 显然可知此数列单调 上升： V ^<: c „ d <: r „， 又由 X ， 


’士”- 1 可得 


—+ 1 < Va +1 . 故 limA 存在•在等式 x \ = a -\- x n ^ i 两端令 rz — oo 取极限，即可得 


1 + \/l +4a 
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解首先，我们注意到此数列显然是单调上升的.其次，由，得:，即 


X 


n 


土+ £^ 


X 




因为 ▲ Cah <4,即在 （1) 式右端第二项小于1，所以， 


工 „<- hi. 


X 


又显然有 


: T 


>\/a (n = 2,3, …） 


将 （3) 式代入 （2) 式右端，即得 a < V ^+1， 故数列 {* r „} 是有 界的. 

根据极限存在的准则可知，数列 U „} 的极限 lim : r „ 存在，设其值为 Z . 

n 一 oo 

利用等式 xl=a + x n ^ ，两端取极限，得 Z 2 =a + Z ， 解之，得 


l= l±Vl±4a (a>Q)t 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


负根不适合（因为4〉0)，只取其正根， g 卩 Yimx n = l -^ +/[a . 

【638】 函数序列 (0<* r < l ) 用以下的方法来确定 ：: U = 2,3, …）. 


求 lim^ N . 

rr^oo 

解当 ： r=0 时， y n = 0 , ”=1，2,…，贝 lj lim% =0. 

n—^oo 

当 0<:r<l 时，用数学归纳法可证 : y„ 〉 0 ，w = l ，2, … ： : yi〉0 •若 : y* 〉 0, 由 x>^*-i ，可得 

如2 2 _ 8 彡8 >0 . 

因而有 

3^1 ~ y 3=^->0, y 2 ~yi <0,… 

用数学归纳法可证 


即 


^2n _ ^2n-h2<0, ^2n-l _ )2”+1〉0 ( W = 1 ， 2，… ）• 


^ = y \ >》3>〜>0， 0<》 2 <: y 4 <… 


可见序列％，: V 3 ，…及序列： V 2 ，:，…都是收敛的.设极限分别为 Ai ， A 2 ，由 


yin = ^ T ~ 及 y 2 n -¥\ = 


y\n 


求极限得焱 2 =4-孕，八 1 =4-孕，相减得八 1 -八 2 = (4 1 -八 2 ) ( 义卞八 2) .而。<义 1 <4<+, o < a 2 < 


2 


2 2 


2 



Ai = A2 = A . 

用极限定义直接可以证 明：若 的两个子序列{ 3 ^}及{：^- 1 }(^2=1，2,*“）收敛于同一个极限，则 
{%}也收敛于这个极限，由 A = f — 4解得 A = vTT 7— 1,即111 X 1%= /m — 1. 

此结果对 x == 0 也成立. 

【639】函数序列 ％=： y „(: r ) (0<1<1)用下面的方法来确 定：: y , = f ， ^^y + ^ y 1 (rz = 2,3, …）. 


求 Hmy 口 • 
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解显然，： y 2〉： yi . 假设1，则由： yn+i & ― 1 可推出 y n + i ^ y „. 

由数学归纳法得知，序列{%}单调上升. 

现在我们证明这个序列有界.显然 

设0<><1，则 0< W <1， 且由数学归纳法便得知序列{%}有界. 

这样，我们就证明了此序列的极限存在.设其值为 /( 显然0</<1)，即得/=4 + 


解之，得士 Vi — x . 由于0</<1,故必 


V\my n =1= 1 — vl — 


X 


n ， 


【 64() 】为了求开普勒方程 （ypaBHeHHe Kenjiepa ) 


x 一 esinx = /?i 


( 0 <£< 1 ) 


的近似解，假设 


x 0 =m, x\ =m + esina：o ^ …，： r„ = w + esin„— ! ， 


(逐步逼近法） 


证明： 存在^= Um 心，且数$为方程 （1) 的唯一的根. 
证首先考虑 | a—A | .由于 


x 2 — x\ =e(sior 1 — sinx 0 ) = 2esin -- 1 — - — - cos 


所以， 


I 工2 一 A I <2 e 


• X\ —Xo 
sin - ^ - 


<2e . I ^~^ , | =£ 


: Tl — Xo 


同理可证 


了3 — 了2 I ^ e 2 \ X X — X 0 I . 


设 


00 rl — X n - 


<e 


^1 ~ JO 0 


则有 


( 1 ) 



= 

• x n —x n ^\ 

■ 

X n +X n -x 



JC n 

乙 e 

sm 2 

■ 

cos 2 


工 n 工 n—1 I 丨 JTl Xo 


由数学归纳法得知，对于任意的正整数〜均有 | A — Ah I < e w " 1 | x ,- x 0 |. 于是，当 rn > rz 时，有 


,|<| 


: r" ^ n : m 工 w 


1 



^ m-1 ~0 C 


m 


-2 I H - 1" I 0C n 


x n I <(e m 一 1 +e『 2 H - he” I A 




e n • 


l-e m ~ n 


1- 


£ 


^1 _ 工0 


而 I X 】 — ^：o I =e I sinx 0 I < e ， 所以 ， I A — x n | < e r, 1 • - <f - • 由此知 | A ~ x n | - ►O ( 77 — 00 ). 按柯 

1 —e 1 —e 

西准则得知极限 limA 存在.设其值为$，由等式: r „ rm + esiru :^ 取极限即得 $=m + esinf 这就是说，变量 

n-^oo 

的极限$是方程 （1) 的根. 

最后，证明此根的唯一性.设6是另一根，则右 -^= e ( sin 6 _ sinp ，由此得 

I 色一芒 I I — 6 I . 

因为 0〈 e<C 1，故 $\ = 安. 

于是，我们就证明了 €是方程 （1) 的唯一的根. 

【641】若⑽ （/) 为函数 /(: c ) 在区间 | x - e | U >0) 上的振幅，则数 o > o (/) = lim ⑽ （/) 称为函数 

/ U ) 在6点的振幅. 

求下列函数/( I )在点1 = 0的 振幅： 

% 

( 1 ) j \ jc ) = sin — ； (2) f \ jc ) = \ cos ' 丄； (3) /(:) ( 2 + sin 丄）； 

JO 00 00 on 
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(4) /( j ) 


arctan 


丌 


x 


(5) fU ) 


sinx 


x 


(6) /(x) = 


1 + e 


(7) /( x ) = ( l + | x | ) 士. 

解 （ 1) ⑽（/) = 2, cvo ( f ) = 2； 

(2) ⑽ （/) = +oo, O>0 (/) = + 00 ； 

(3) o ^(/) = 3々 一 k = 2 k 9 coo ( f ) = 0 ； 


(4W/) 



arctan 


k 


arctan 


(~ k ) 



rctan 


k 


， coo 


(/) 


丌 


丌 



=1 i 


(5) ⑽（/) = 2, o > 0 (/) = 2； 


(6W/)= — - r 

l + e T 1 +e 一丁 


C |>0 ( /) = 1 ； 


(7) ⑽ （/) = ( l +々) 士 一（ l +々) -士 , o > o (/) = e - e ~ 1 =2 shl . 

【642】 命 /( x ) = sin 

证明： 对于满足条件 一 的任何数 a ， 可以选出数列 a —0( n = l ，2, …），使得1^/(心）=1 

n 一 oo 

证对于确定的 a : M <1， 总存在工。6 [-|，|]，使 sinx 0 = a . 


令^ = 9 一" T ： 一 ，则显然有 1^4=0. 又因 

L^TIT^ I Xq n-^oo 


/( x n ) = sin 



sin(2n7r +JT 0 ) =af 


所以， lim /( x n )= a . 

【643】 设： 

2 丄 

(1) /( x )= sin 2 — + — arctan —； (2) /(: r ) = (2 — x 2 )cos 丄； （3) /(: c ) = ( 1+ cos 2 丄 ) J 

:r 丌 ： r x 、 oc ’ 

求 / =lim /(: r ) 和 L=lim fix ). 

^ : 一 0 

解由 / 及 L 的定义，容易求得 

(1) z =- l , L =2； (2) Z =—2, L = 2； (3) 1 = 2, L = e . 

【644】 设： 


(1) /( x ) = sinxi (2) f ( x )= x 2 cos 2 x ； (3) /( x ) = 2 


,Hiar 


⑷ ，⑺ (分 0) 


求 /= lim /( x ) fP L = lim /( x ). 


X- 


解由 / 及 L 的定义，容易求得 


(1) /= — 1, L = 1 ； (2) / = 0, L = +oo ； (3) /=-^- , L = 2 ； (4) / = 0, L = + oo . 


§6. 函数无穷小和无穷大的阶 


i ° 记号 


9 u、=cr (0(x)> 

表示函数 pU ) 和 0 U ) 在 x — a 的已知过程中 是狭义地同阶的无穷小或无穷大， 就是说 

= ^ (0< | k | < + oo ). 

x-^a (p\ X ) 


特别是，若当: T — 0时，有 
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cpU)=cr (x n ) u>o )， 


则称为对于无穷小: T 是”阶无穷小 


仿此，若当 


oo 时，有 


cpU、=cr (x n ) u 〉 o), 


则称 P(^r) 为对于无穷大: T 是" 阶无穷大 
2°记号 


(p{oc) =o((p(x )) 


表示当“时，函数 P (： r ) 比函数 0( X) 是较高阶的无穷小，或函数〆: r ) 比函数 4(: r) 是较低阶的无穷大，就 
是说 

cp(x) A 

GT °. 

3°若当: r—a 时，无穷小函数〆■!•)的阶（在广义的意义上）不低于某一正的函数 0(x) 无穷小的阶（或无 
穷大函数 p(：r) 的阶不高于函数 0(x) 无穷大的阶），即 


^■^/ T p- = k (0< 々 < + oo) 

(p\ OC / 


则约定写为 


cp(x)=0((p(x)). 


若 


则称函数〆 1) 和〆 1) 当 


x -^ aip ^ X ) 

a 时为等价的 [p(j：) 〜 0(:r)]. 


例如，当 


0时，有 


sinx 


x ； tanjr 〜* r; a r 一 1 ^ rlna(a>0) ； 


1 + x-l 


ln( 1 +:r) 


一 般地说来， p(:r)+o(p(x)) 〜〆: r). 

当求两个函数比的极限时，已知函数可用其等价的函数来代换 


【 645 】 把圆心角 AOB = i ( 图 1.261) 当作1阶无穷小 M， 求下列各无穷小量的阶 


(1) 弦 AB ； 

(3) 扇形 AOB 的 面积； 
(5) 梯形的面积 


(2) 拱高 CD ； 

(4) 三角形 A /3 C 的面积 
(6) 弓形 ABC 的面积 • 


解 （1) AB = 2 i ? sin 4, 式中尺为圆的 半径. 因为 


AB 


2 Rs\n 


R ( 了 ― 0) 



所以，弦 AB 是关于: r 的一阶无穷小. 


图 1. 261 


(2) CD = R - Rcosy = ^^ 2 -f - 因为 f •，所以，拱高 CD 是关于I的二阶无穷小. 


(3) 扇形 AOZ 3 的面积 S 


R 2 


•因为 A 


尺 2 ,所以， S 是关于: T 的一阶无穷小. 


(4) S a 


AliC 


AB 


CD I 


2 R 2 sin -f- sin 2 + •因为 , 

L 4 X' 


» 以， AABC 的面积是关于，的 


三阶无穷小. 


(5) 尺 tan 专 •于是，梯形的面积 


Ac 


2尺 sin 2 -y (2 /^sin -y + 2 i?tan -y 


)=2 尺 2 sin 3 -|- + 2i? 2 sin 2 


X X 

y tan y- 
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因为 t + T = T ， 所以，面积 Aq 是关于工的三阶无穷小. 


(6) 弓形 ABC 的面积 


^ = y r2j: ~ 


2尺 sin 


Rcos 


_ R 2 

2 —T 


( x — sirur ) 


由于: r — siru : 是奇函数，故只需考虑 x - + 0 时的情形.当:(0, 时，有 


• / • sinjr / - 、 

sim ^- tairr — sinx = - C 1 — cosx ) 

COSJT 


2 sin z 




cosx 


O* (x 3 )； 


x 


而由: r >2 sin +， 又有 


sinjr ^2 sin 


2 sin 


(卜 


COS 


)=4 sin 专 sin : 


x_ 

T 




O* (x 3 ). 


于是，当 i 大于 0 而充分小时，存在两常数 A >0， B >0, 使 


Ax 3 < 


inx^Bx^ 


即弓形面积/>基本上是关于: T 的三阶无穷小.实际上，今后将会看到，有 X — silLT 〜 


3 (但要用到导数的 


概念）. 


【646】设 o (/( x )) 为当 


时比函数 /(： r ) 有较低阶的任意无穷大函数，且 0(/(^:)) 为时与函 


数/(^)同阶（在广义的意义上）的任意无穷大函数，其中 /( x )>0. 


证明：（1) o { o [/( x )]}= o [/( x )]； 

(3) o {0[/( ar )]}= o [/( x )]； 

(5) 0[/( x )] + o [/( x )] = 0[/( x )]; 
解题思路 （2) 由133题 （2) 的结果，有 

|0{o[/(x)]} I . 


(2) 0{ o [/( x )]}= o [/( x )]； 

(4) 0{0[/( x )]}=0[/( x )] ; 

(6) 0[/(x)] • 0[g(x)] = 0[/(x)g(x)] 


lim 


f ( x ) 


lim 


|Q{q[/(^)]} I 

o[/(x)] 


lim 吐^ 1 = 0 

x-^a J 


-。- 


(3) 利用 133 题 （2) 的结果，仿 （2). 

(4) 利用 132 题 （2) 的结果. 

(5) 利用 131 题 （2) 的结果. 

(6) 利用 132 题 （2) 的结果. 


证 （1) 因为 


Vin oioLxupi = lim | oiolfum • 

x-a /(x) x-a I o{/(X )」 /(x) J 


故 o { o [/( x )] } = o [/( x )]. 

(2) 由 133 题 （2) 的结果，有 


j v -27 / jr—fl 


lQ{o[/(x)]} 

o [/( x )] 


lim ° < d ] 

•T 一 fl (了） 


0 


故 1 }^° [ ° Yu ) }] } 存在且等于 0 .因此， 0{ o [/(: r )]}= 0 [/(: r )]. 

(3) 仍由133题 （2) 的结果，有 

I ^|o{Q[/(.r)]} | _ 

X~^Q f 、工、 

故 = 即 o {0[/( x )]} = 

(4) 由132题 （2) 的结果，有 


lim 


{ Q [/( x )]} 

0[/(x)] 


JT 一 fl J \00) 


o 


o[/(x)]. 
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J\00) x—a C^L 了）」 


x-^a J \ X) 


故 0{0[/( x )]}=0[/( x )]. 
(5) 由 131 题 （2)， 有 


y—iO[/(x)] + o[/(x)] 1 一 -」 I +lim " 、 

x-^a f 、 工 ) x-^a j C X/ x-^a J \ X) 


[pifuni 


I o[/(x)]J =I ^iQ[/U)^ < + 

x- a /( X ) 


故 0[/( x )]+ o [/( x )] = 0[/( x )]. 
(6) 由 132 题 （2)， 有 


|0[/( x )]| 




I - iO [£ Crai < + 00 

x-^a 尽 （ 了） 


故 0[/( x )]0[^( x )] = 0[/ U )^( x )]. 


【647】 设 


+ 0 和 72〉0. 证明： 


(1) CO ( x n )=( Xx n ) (C 为常 数）； 

(2) 0( x n )- h 0( x m )=0( x n ) ( n < m )； 

(3) 0( x n )0( x m )=0( x n ^ m ). 


证 （1) 由 


I - lCO (^ =| c | I - JO(^ll 


<+ 


故 C 0( x fl )=0( x n ). 


⑵由 


lim 


\ CKx n ) J rO (, x m ) 


^ lim 


10(^) I 


lim ( 

j— 4-o V 


I 0 (，）I 


n ) = lim 

/ X—+ C 


OU l 


< + 


故 0(/)+0(: r ”=0(: r ”） ( n < m ). 


(3) 由 


“ y - 


0(，） 


< + oo 


得知 0(: r ”） CK ，）=0(: r n+TO ). 

【648】 设: r — + oo 和 n 〉 o •证 明： 

(1) CO { x n )= OU n ); 

(2) 0( x n )+0( x w )=0( x w ) ( n > m ) ; 

(3) OCx n )0( x m ) = OCx n+m ). 

证 （1) 与 （3) 同 647 题 （1) 与 （3) 的证明（只要将^ + 0换为 X —+ oo ). 下证 （2): 由于 

Q ( x ") 1 


▼ — ▼ - — ^ ▼ ^ ▼ ， ▼ ■ ^ W ^ ^ 

抱，)+”。(，） 丨< J " JO (£^ +I - tiO^H 

一 + oo JT x-^-f OO X x-^ + oo V X 



lim 


故 0(: r ”）+0(: r m )=0(: r ”） dn > m ). 

【 649 】证明符号〜具有下列性质 ：（1) 反射 性： 〆 X )〜 〆 I ); ( 2 )对称 性：若 p ( x ) 〜0(0：)，则 ^ x ) 
( p ( x ) ; (3) 传 递性： 若 〆 : r ) 〜 〆 ： r ) 及 〆 JT ) 〜 x (: r ) ，则 〆 JT ) 〜 x (: r ). 


证 （1) 因为 



cpioc ) 


1 — 1，所以，史(工)〜9(工). 


(2) 因为所以， 1. 即:若 〆 : T ) 〜 〆 : C )， 则 # X ) 〜 〆 : T ). 


(3) 因为^ ^ — 所以， 


0(^) 

0( x ) 



_( p { x ) 0( x ) 

^( x ) 0( x ) ^( x ) 


1 ，即 cp ( jo 、〜乂 （: r ) 


【650】 设: r —+ 0 •.证明下列等式 


(1) 2 x - x 2 = Q * ( x )； 


(2) xsm^ = 0^ (xl )； 


(3) xsin 


0( Ix I )； 
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(4) lnx 



( e >0)； 


(5) 


V : r + \Jx-\-\fx 〜 


(6) arctan 


x 


0 ( 1 ) 


(7) (1 + = 1 + hj : + o ( x ). 

证由题设: T — + 0, 于是， 


(1) 因为 2 x — 2，所以， 2 x ~ x 2 = CT ( x ) 


X 


(2) 因为 ^- sin -^ — 1 ，所以， xsin ^ c=CT ( xl ). 


X 




(3) 因为 


orsin 


x 


^ I x I ( x 尹 0) ，所以 ，: rsin 


x 


0 ( 


x 


(4) 因为 


lnjr 


ln : r —0, 所以 Anx 




(5) 因为 lim 

+ 0 


/ r + 七气七 y ^ T =1 ，所以，丄+ 


xT 


lim 

•r—+ 0 


xT 


(6) 因为 

1 

arctan 



X 

2 

(7) 因为（七卜 1 

—nx 


(: r 古 0) ，所以 ， arctan 


x 


0 ( 1 ). 


x 


n ( n 一 1 )x + 


馨鲁暴 


0，所以，（1+：1：)”一1 — ”：1： = 0(1)，即 


(1 +x) n = 1 ^rnx-\-o{x). 


【 651 】 设 x - + oo . 证明下列 等式: 
(1) 2 x 3 -3 x 2 + 1=0 # (: r 3 ); 


( 2 ) 


: r + 1 

?+T 






(3) x + x 2 sinx = OCa : 2 )； 


(5) \nx = o ( x € ) ( e 〉0); 


(4) = 0 


1+ x 2 


x 


(6) x p e — 




(7) 


V \Jx^r^fx 〜 •， 


证由题设 


+ oo , 于是， 


(8) : r 2 + xln 100 : r 〜: c : 


9 r 3 — Q r 2 -U 1 

(1) 因为 — ~~ x - —2 ，所以， 2: r 3 -3 x 2 ^ l=Cr ( x 3 ) 


x 


(2) 因为 


JT + 1 

?TT 


X 


xCr+1) 
x 2 + l 


1，所以， ^\= o . (士） . 


(3) 因为 I J ： + ^ sinx | 

+oo X 


lim 

—+ sinx 

十 oo 

X 


l < + oo , 所以 ，: r + ： r 2 sir\x = 0( x 2 ) 


(4) 因为 


arctanx 

1 + x 2 _ x 2 arctanjc 

^ I ^ 1+ x 2 


孚，所以， 


X 


arctanjr 

l + x 2 


O 


x 


(5) 因为 


Inx 


x 


0,所以 , lru := o ( x € ). 


(6) 因为 


分 + 2 



0,所以，= 士) 


(7) 因为 ☆+€ =』+ 




-+ a /4 

x V 


1 ，所以，: r + \/ x ^ r^fx 〜 
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^2 1 rln 100 x In 100 ^ 

(8) 因为 ；+ 1，所以，: r 2 +: rlri 1() Q : r 〜 JT 2 . 

x x 

【652】 证明当 x 充分大时，下边的不等式 成立： 

(1) x 2 + 10 x - hl 00<0. OOlx 3 ； (2) \ n l 000 x <^; (3)^ 10 e J < e 2x . 

证 （1) 因为当 x — + ⑺时， ‘ z ~ 2 二 1 Q : r 灾 1 ⑻ —0 所以，当 : r 充分大以后，有 P 二 1Q i ' 1 QQ < 1 ，即 

0. 00lx 0. 001:r 

x 2 + 10x+100<0. 001x 3 . 

(2) 因为当： r — + oo 时，^ 0 所以，当 i 充分大以后，有^^<1，即 ln _ : r < v ^. 


(3) 因为当 I — + oo 时， ^1 = 4— 0 所以，当 0： 充分大后，有^<1，即 x 10 e j < e 2j . 


【653】 设 i - O . 分出下列函数的形如 Cr ”（ C 为常数）的主部，并求其对于无穷小变量 r 的阶: 

( 1 ) 2 x —3 jc 3 + x 5 ； (2) y\~\~x — y / l~x ； (3) y / l ~2 j ：— v^l — 3 x ; (4 )tarLr — sinx . 

解所谓函数 /( I ) 的主部#(: T )， 即满足 


/ U ) 


-或 /( x ) =^( x )+ o ( x ) 




(1) 因为 


2 x ~3^ 3 +^ :> 

2x 



( t - 0) ， 故其主部为 2: r ， 它对于无穷小量: r 是一阶的. 


(2) 因为 


V 1 + J — y/\— X 


2 


x 


V 1 + 了 + \/1 — JT 


(: r —0) ，故其主部为 ： r ， 它对于 : r 是一阶的. 


(3) 因为 \/ Y—lx — v^l — 3^ 


3 x 2 一 8 jt 


y(l + 2 x ) 15 + ^/( l -2 x ) 12 ( l -3 x ) 2 H - h ^( l -3 x ) 10 ’ 


于是， yi - 2了 一 ：夕 1-3 : —i ( I — 0) 故其主部为它对于 z 是二阶的. 



(4) 因为 tan j — sin ^ = — ^― sirLrsin 2 寻，于是 ， tanJ ( x -^0) , 

cosjt l x 

T 

故其主部为 f ， 它对于 ： r 是三阶的. 

【654】 设 x — + 0,证 明：无 穷小量（1)/(0：) = ^；， (2) fU ) = e ~7 , 


无论对任何的〃，也不能与无穷小量: r ”（ n >0) 相比较.即 ：对于 任何的〃，等式 lim ^ = ^ 都不成立，式中々 

x-^ + 0 X 


为异于零的有限量. 


提示 


(1) 注意 lim : r n lru :=0,（2) 注意 lim 竺 

x^ + 0 x-^4-0 


7 


X 1 



证 


(1) 因为 lim : r n lnjr=(T ^ ( rz >0) ， 于是， 

j -^ + 0 



lim 


lixr 


十 0 JT 



即^^-不能与无穷小量 f 相比较（: r —+ 0). 

lor 

1 

(2) 因为 lim ^^ = ( T "( rz >0)， 所以，不能与无穷小量: r ” 相比较（: r —0). 

X—-fo X 

*) 参看592 题. 

* * ) 参看591 题. 
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【655】 设 


1，分出下列函数的形如 C ( x -\ r 的主部，并求其对于无穷小量 （ i — l ) 的阶 


( 1 ) — 3 jt +2; (2) 


\fx ； (3) \ nx ； (4) e r — e ： (5) x T — 


解 （1) 因为： r 3 —3: r +2=(: r - l ) 2 (: r +2)， 又 

■ r 3 -3 x +2 

3( x - l ) 2 

故其主部为 3 (x — l ) 2 , 它对于 （ i —1) 是二阶无穷小. 


1) 


(2) 因为 \/ l ~yfoc 






l ) 


故其主部为 




，它对于 （* r —1) 是 +阶无 穷小. 


(3) 因为 


lnx _ ln[l + ( x — 1)] 


—1 


x-l 


(• r — l ) ，故其主部为 i 一 1 ，它对于 （: r —1) 是一阶无穷小 


(4) 因为 e T — e = e(en — 1)，又 


厂 1 — 1 
X— 1 


( x —1) 


故其主部为 e (: r — 1)，它对于（^一1)是一阶无穷小 
(5) 因 〆 一 l = e rlar — 1，又 


♦ — 1 _ e jlnx - 1 • : rln[l + ( x - l )] 
x —1 x\nx x 一 1 • 


( x -^1) 


故其主部为 


X — 


1，它对于（1—1)是一阶无穷小. 


【656】 设 


+ oo . 分出下列函数的形如 C / 的主部，并求其对于无穷大量 I 的阶: 


(1) / +100 了十 10000 


( 2 ) 

x 3 -3x+l 


(3) 


； 


(4) v 1+ \/1 +>/x . 


解 （1) 因为 x 2 + 100 x +10000 〜 《 r 2 (^ r —+ oo )， 故其主部为: r 2 ，它对于无穷大量 i 是二阶的. 


(2) 因为 


2 x 5 

-3 x+l 


2 x 5 

2x 5 -6x 3 + 2x 2 


1 + 00 )，故其主部为 2 P ， 它对于无穷大量: r 是二阶的 


(3) 


X ~\-y/x=xT 


g+D ，于是，(一)， 


故其主部为 IT ，它对于无穷大量 I 是令阶的. 


(4) 因为 


1 + \/l -\-\fx 


(: T — + 00)， 故其主部为&，它对于无穷大量: r 是 | 阶的 


【657】 ih — oo . 分出下列函数的形如 C (^)、 主部，并求其对于无穷小量士的阶 


JT+ 1 


⑴兒; 


( 2 ) 




y / x ~\~2 


^ryfx ； (4) — sin — 

X X 


解 （1) 因为 


JT+ 1 

?TT 


X 3 ( JT + 1 ) 


1 (1—+ oo )， 故其主部为(丄/，它对于无穷小量丄是3阶的 

\ T / 1 T 


X 


167 


(2) 因为 


s/ x~\~ 1 — y(r 

1 


2 yfjC 


2 \fx 


\/r +1 +\/x 


— ► 


1 ( 了一 + 00 ) ，故其主部为+(士） 7 ，它对于无穷小量士是+ 


阶的 • 


(3) y / X +2 —2 \/:+ 1 ^Tyfx 


= 2 \Zjt(j+ 2 ) — 2 (:r+l) 

y/ X +2 -\-yfjC +2 y/ JT+ 1 


-2 


( s/ : r +2 -\-yfx +2 y/ X+ 1 )( \J x(x+ 2 ) +JT+ 1 ) 


于是，由此得 


y/ : r +2 — 2 y/ X+ 1 ^yfjc 


8 





X 



1 + | 份 2 



1+ i ) w 1+ - +1+i 


X 


X 


(x-^ + oo) f 


4^ 

故其主部为一•(士 ) 7 , 它对于无穷小量士是 4 阶的. 


(4) 因为 


sin — 
x x 


sin 


x 


( X — + 00)， 故其主部为(丄) 2 ,它对于无穷小量丄为2阶的 

OC 0 C 


X 


X 


【658】 K 分出下列函数的形如 O ” 触部，并求其对于无穷大量占的阶 


( 1 ) 


X 


X 2 -V 


( 2 ) 



1±£ 

1 -X 


; (3) 


X 




(4) -T 


X 


sin 丌 :r 


(5) 


\nx 


(l-x) 2 


解 （1) 


x 


X 


x 2 —\ (x— 1) (x+ 1 ) 


，于是， 


X 


2 _ 


1 


2 x ; 


2(x-l) 


x +1 


1 (i—l) 


故其主部为 


1 ，它对于无穷大量一^是一阶的. 


2(x-l) 


x 


一 1 


(2) 因为 



1 + J 


1 一 X _ V 1 + JT 
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42 


1 (： r — 1)，故其主部为它对于无穷大量&是 +阶的 


VI 


X 


(3) 因为 


X 


X 




X 


y/\ + + X 2 


，于是， 


X 


yr^ 


(: r-M) 




x 


故其主部为 ^1(4 广，它对于无穷大量^ Y 是+阶的. 


(4) 因为 


sirnzJ ： 


7r(l-x) 

sirurC 1 ~x) 


u — n ， 故其主部为，它对于无穷大量占是-阶的 


(5) 因为 


7 l( 1 — X) 

lnjr 

(l-x) 2 _ln[l + (x-l)] 

~~ 1 J 17 ! 


—► 


1 ( i — l )， 故其主部为 


x-l 


，它对于无穷大量 


X 


-1 


是一阶的. 


X -1 
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【659】 设 j —►- f - co ,/ n ( J ：)= x n ( w = l ，2，•••）. 证明： 

(1) /„(* r ) 中每一个函数都比其前面的一个函数 人 - dx ) 增加 较快； 

(2) 函数#比函数 /„(: r )(«= l ，2, …）中的每一个都增加得较快. 

证 （1) 因为 = + °°，所以，增加较快. 

(2) 因为 ^— + 03 + oo )，„ 为任一固定的正整数，所以， y 比/„(1)中的每一个都增加得较快. 

【660】 设 x —+ oo ，/„ ( x ) 二^ 7 (” = 1，2,…）. 证明： 

(1) 函数 /，,（* r ) 中每一个都比其前面的一个函数 ( x ) 增加得 较慢； 

(2) 函数 /( x ) = ln : r 比函数/„( 1 )(/ 2 = 1 ， 2 ,…）中的每一个都增加得较慢. 

证 （1) 因为^|^=厂 士 — 0 (了― + c «)， 所以 ，人 （: r ) 比 r ) 增加得较慢. 

(2) 因为—0* 0 (: T — + 03)，所以 ，1 ilt 比/„(1)中的每一个增加得较慢. 

y/jo 

* ) 利用565题的结果. 

【661】 证明： 对于任意的函数序列 

/!( 工），/ 2 (x) ， … ， /” （ :r) ， … （ :r 0 <Cjr<C + oo). 

可举出一函数/(1)，当 X —+ CXD 时它比函数 f n U ) u = l ，2, …）中的每一个都增加得较快 • 

证取正整数 N > x 0 . 定义 : ro <: r < + oo 上的函数 /( x ) 如下： 


fioc ) = 


n 

n{Yj 1/“川+0, 

k = l 

0， 


^+1,(^2 = N ， iV+l ，•••）； 

工 0 〈 工 〈 N. 


于是，对任何正整数〜当 x > max { } 时，有 


fAx ) 

丨/”⑺ 

fix ) 

w( 2 1 /*( x ) i +1) 

k ^\ 


< 



其中 Dr ] 表: r 的整数部分.由此可知 


lim 


fnU ) 


二 /(X) 



(72=1，2，“.）， 


故当 X —+ oo 时， /(： r ) 比 f n ( x ) ( n = l ，2, …）中的每一个都增加得 较快. 


§7. 函数的连续性 

1°函数的连续性设 

Wmf(x)=fUo), (1) 

X ^ X 0 

即，函数/( X )对 x = x 0 有定义，并且对于每一个 e >0, 都存在5=^(£，1。）>0，使当 |x —A I <5时，对于 
/(• r ) 的有意义的一切值，不等式 

I /( 工） 一 /( 工 0 ) I <£ 

都成立，则称函数 /( I ) 当1 = 1。时（或在点1。）是连续的. 

若函数 /( T ) 在所给的集合 X ( 开区间，闭区间等等）上的每一点都是连续的，则称函数/(1)在集合 
X= { x } 上是连续的. 

若某值 ：r = : r 。 属于函数 /(： r ) 的定义域 X = { x } 或为此集合的聚点，而当 x 时，等式 （1) 不成立 
[即 ，（丨 ）数/(々）不存在，换言之，函数在点1 =々没有 定义； 或 （jj ) Um /( x ) 不 存在； 或 （ ⑴ ） 公式 （1) 的两 

•^o 
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端虽有意义，但它们不相等]，则称 A 为函数/( I )的不 连续点 （不连续点也称间断点）. 

不连续点分为：（1) 第一类不连续点 X 。，在这些点存在有限的单侧 极限： 

# 

/( x 0 — 0)= lim /( x ) 和 /( x 0 +0) = lim /( x ). 

— 0 JT 一 JT。+ 0 

(2) 第二类不连续点 —— 其余的一切不连续点. 

差 

/(• T 。+0) — /(工 0 — 0) 

称为函数在点心的突跃. 

若等式 

/(: c 0 — 0) = /( x 0 + 0) 

成立，则不连续点 A 称为可去的.若极限 /( x 。 一 0) 或 /( x Q +0) 中至少有一个等于符号⑺，则称办 为无穷 
型不连续点. 

若等式 

/(• r 0 — 0) = /(: r 0 ) [或 /( x 0 +0) =/( x 0 )] 

成立，则称函数 / U ) 在点 X 。 是左（或右）连续.函数 /( x ) 在点 X 。连续的充分必要条件为下面三个数 相等： 

/( 工 0 — 0) =/(x 0 +0) = /(:c 0 )• 

2°初等函数的连续性若函数 / U ) 和 〆 : C ) 在 : T = X 。 连续，则函数 

(1) /( x ) 士 g (* r ); (2) f ( x ) gdx )； (3) [^(^ o )^0] 

也在 x = 连续. 

特殊情形 ：（1) 有理函数 

P( > r) : =a 0 +aix+ … -\~a„x n 

对任何的: T 值都是连 续的； 

(2) 分式有理函数 

x _ ao -\~a\x-\ - Va n x n 

X b 0 x~ {- 

对所有不使其分母为零的 r 值，都是连续的. 

一 般地说，基本初等函数：工” , sinx , cosx , tanx , a x , log a x ， arcsiru : ， arccosjr ， arctaru : ， …在 一 切使它们有意 
义的点都连续. 

更为一般的结果 如下： 若函数/( X )当 x = 时连续，函数 g (: V )当 3；=/( x 。） 时连续，则函数 g (/( x )) 当 

X = 时连续. 

3°关于连续函数的基本定理若函数 /(： r ) 在有限的闭区间|>，6]上连续，则：（1)函数 / U ) 在此闭区 
间内是有界的 ； （2) 达到其下确界 m 和上确界 M (魏 尔斯特拉斯定 理）； （3) 在每一个区间（《，/?)匚 [ a ，6]中，函 
数取到所有介于 /(«) 和 /(/?) 间的值（柯 西定 理）.例如，若/(«)/(/?)<0,则可找到一个数值 y ( a </</?)» 
使得 f ( y ) = o . 

【662】已给连续函数 y =/(* r ) 的图像.对于给定点 a 与给定数 
£>0,用几何方法表示出这样的数3>0,使： 

| /( X ) — /(<2) | <£• 

解如图 1.262 所示，如果&<表，我们只要取 

min (5 i ，灸） ， 

即有 

于是，当 | ： r—a | <3时， 

| /(工） 一 /( a ) | < e . 


当 I x—a I < 谷时， 
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m 1 . 262 










【663】 需要制造一块边长 々 = 10(^1 的正方形金属板.其面积 ： y ； = x 2 与预计值: yo == 100 cm 2 的差不可 
超过：（1) 士 lcm 2 ;(2) 士 0. lcm 2 ; (3) 士 0.01 cm 2 ; (4) 士 ecm 2 ,问其边: r 可以在什么范围内变化？ 

解 （1) 要 | x 2 — 100|<1，只要 99< x 2 <101 .解之，得 9. 95< x <10.05. 

(2) 要 | x 2 _100|<0. 1，只要 7100 —0. l <_ r < 7100 + 0. 1.解之，得 9. 995< x <10. 005. 

(3) 要 I X 2 — 100 I <0. 01，只要 7100-0. 01< x < v /100 + 0. 01. 解之，得 9. 9995< x <10. 0005. 

(4) 要 I x 2 ~100 I < e ，只要 v /100- e < jc < yiOO + e . •、 

* ) 本来， x 处应记成 | x | ，在此仅考虑点 x =10 处，故在其近傍： r 值恒为正，因此，不必取绝对值了. 
【664】 立方体的边介于 2 m 和 3 m 之间，在测量此立方体边长： r 时容许怎样的绝对误差△，方可使计 
算立方体体积时的绝对误差不超过： ( l)e = 0. lm 3 ； (2 )e = 0. 01 m 3 ； (3 )e = 0. 001 m 1 . 

解要 I X ? — x \ I < e ，只要 I A — jt 2 I (:rf 即只要 I xj — x z I < 3> ^ 3 2 =会，故有 

(1) △<^( m ) = 3. 7( mm ); (2) ( m ) =0. 37( mm ) ； (3) =0. 037( mm ). 

【665】 问在 : r 。= 100 的尽可能多大的邻域内，函数 : y = V ^ 图像的纵坐标与 : Vo = 10 之差小于 e =10_” 
(72>0)?求当 w = 0， l ，2,3 时这个邻域的大小. 

解要 |/?_10|<10_”，只要 

10[1 —10' ( n * 1) ]< v / J <10 [l + 10 _< "" 1) ], 

即只要 

100[ l -10- ( n + "] 2 0<100 [l + 10- (n+1) ] 2 ， 

故得 （1) 当《 = 0时， 81< x <121； 

(2) 当 ”=1 时， 98.01< x <102.01； 

(3) 当 n = 2 时， 98. 8001< x <100. 2001； 

(4) 当 w =3 时， 99. 980001< x <100. 020001. 

【666】 利用 《 e —幻〉 语言，证明 ：函数 /(: r )=: r 2 当 ： r =5 时连续. 

填 下表： 


e 

1 

0 . 1 

0.01 

0.001 

• • • 

d 







提示 不妨设 | x — 5|<1, 即 4< x <6. 
证任给£>0,要 | x 2 — 25|< e ，即 


| X— 5 | | :r+5 丨 <e ， （ 1 ) 

不妨只就 x = 5 的某一邻域来考虑.例如，取 

|: r — 5|<1 或 4< Cjt <6 , 

从而有 9< x +5< ll . 于是，只要丨 x -5 | <6.取，则当| _ r — 5丨 <谷时，恒有 


| X 2 — 5 | <£， 

所以，函数 ： y =： r 2 在1=5处连续 • 

填 下表： 


e 

1 

0. 1 

0. 01 

0. 001 

e 

• • • 

s 

0. 09 

0.009 

0. 0009 

0.00009 

min (n a ) 

• • • 


【667】 设/(工）=丄，£=0.001.对于数值：1：。=0.1 ; 0.01 ; 0.001 ; .”求出最大的正数 ） ，使得 

X 
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口 I 从不等式 | :r — 1 。 | 推出不等式 I /(: r ) —/(: r 。） | < e . 


可否对于已知的 e = 0. 001选出这样的5>0,使它对于区间（0，1)中的一切： r 。 值都适用？换言之，可否 


找到这样的5>0,使得只要 | x-xo | <5,就有 | f ( x )- fUo ) | < e ， 而不论 A 6 (0，1)为何值？ 


解 


I — I 




I JO — Xo 


X 


了0 


由于 | : r 。 I — I x I < I x — x 0 I 或 I 了 I > I : r 。 I — I X — X 0 I ，故有 


I f ( x )— f ( x Q ) I < 


X — Xo 


I 工 0 I 


x 0 I I X — Xo 


(在此，我们已假设了 |： r—A |<| A I ，这一点是可以办到 的）. 


于是要 I f ( x ) — f ( x 0 ) I < e ，只要 


I J 一 lo I 


I ^0 I 2 — 工 o I I T 


^0 


< e ， 即只要 I oc — x 0 I < 


exl 


( 1 ) 


1 -fe x 0 ' 


取 5 


】+ £ ’|°厂「 >0,则当丨 了一1 。 I 时，恒有 I — I < e . 
我们取近似值 3 = 0.0014 (e = 0.001). 


当： ro =0. 1 时， 5= 1( T 5 ; 当： r Q =0.01 时， 5=10— 7 ;当 x 。=0.001 时， 8=\0^ 9 . 

由表达式 （1) 可知，对于不论怎样小的正数扒固定），则当 Ix — jt 。 |<谷及:*:。—0时， |/(: r )_/( x 。） | 可 
任意地大.因此，无法选出一个公共的正数 S 来. 

【668】用《 £ 一汾 语言以肯定的方式表达以下论断 ：函数 /(： r ) 在点： r 。 有定义，而在这一点不连续. 

解存在一个£。>0,对于无论怎样小的00,都有某 I 满足 | | <心但 | /( x )-/( x 0 ) | >£ o . 

【669】设对于某些数 e >0, 可找到对应的数5=5(£,«2：。）〉0,使得只要 U — J ：。 | <3,则 

| /(X) —/(JTo ) | <£• 

若： U ) 诸数 e 形成一有限的集合； （2) 数£组成分数£ = +(〃=1,2,…）的无穷集合，则可否断定函数/( X ) 


在点了0 连续？ 

提示 （1) 不能 . （2) 可以.可取充分大的…使 
解 （1) 不能.因为£不能任意地小. 

(2) 可以.事实上，对于任给的 e >0, 总可以取充分大的 n ， 使 + < e . 于是，存在5>0,使当| x - x 0 | 


时，恒有丨/⑺一/(了。）|<去<£. 

【670】设已知函数 /( x )=: r +0.001|>]. 证明 ：对于 每一个 £ 〉0.001，可以选出 5=^ e ，: r )>0, 使得只 
要|• r '-• r |<3,则 |/(/)-/( x ) |< e . 然而当 0 <e <0. 001时，对于所有的 x 值都无法选出这样的 

这个函数的连续性在哪些点遭到破坏？ 

证当 £ 〉0.001，且 | x ' —: r|<l 时， 

| /( x ’）一/( x ) | == | jt — x ’ + 0. 001 ([ x ] — [ x x ]) I ^ I x~x I +0. 001 
此时只要取 ^= min { e -0. 001 ， 1 } ，则当 | x — x ' | 时恒有 | /( x )-/( x ， ) | < e . 

当 0< e <0. 001 ，且： r Q 不为整数时，有整数 《 ，使得 n < x 0 < n - hl . 只要取 

d = min(xo — m ， w +1 _ j * 0 ， e )〉0， 

则当 I x — jCo I <Zd fft ，有 M = l > 0 ]. 从而， 

I fix ') — f ( x 0 ) I = I x~xq I < C 8《 e . 

而当心=«为整数时，则对于无论怎样取正数总有 x 满足: r < x Q 及：*:。_1<心此时 

| fCx ) — f ( x 0 ) | =( x 0 ~ x ) +0. 001〉 e . 

于是，函数 /(： T ) 在: T = W (整数）的点失去了连续性. 

【671】设对于每一个充分小的数3>0,都存在£ = £(心々）>0，使得只要 U-Xo I <心则不等式 
I f ( x )- f ( xo )\< e 成立.由此是否可知函数 /(* r ) 在 x = 连续？这些不等式描述了函数 /(* r ) 的什么性 
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质？ 


提示不能. 


解不能.因为 e 是由 3 而确定的，它不能任意小.因此，只能说明函数 / U ) 在点： r Q 的近傍有界.事实 

上 ， I fix ) | < I /(X 0 ) | +£. 

【672】 设对于每一个数 e > 0 , 都存在数 5 =扒 £ ，办）> 0 ，使得若|/(1) — /( x 。） | < e ， 则| x ~ x 0 | 

由此是否可知函数 /(^)在^ =工。 连续？这些不等式描述了函数的什么性质？ 

解不对，若函数/( I )在有限的区间 U ，6) 内有定义，则只要取 5 = 2(6 — a ) ，不等式 h — A I < 5 恒成 


立. 若 （ a ， 6 )为无穷区间，例如，设 6 =+ oo , 则必然 


事实上，若不然，则 


lim | fix ) I = + oo . 

，+ oo 


lim I fix ) I = c 〈 + oo . 

X 一 + oo 

于是，存在数列 ( rz = l ， 2 , …）， x „ — + oo 使 /( x „)— c . 由此可知数列 /(： r „)( n = l ， 2 , …）有界，令 

e 0 = sup { I /( x „) I + I /( x 0 ) I +1 } > 0 . 


显然 


f { x n )— f ( x 0 ) I <eo (” = 1 ， 2 ,…）， 


但是， 

lim I I =+ oo ， 

n-^oo 

故对此£。> 0 ,不存在对应的 8 =扒£ 0 ， 1 。）> 0 ,此与假定 矛盾. 由此可知，必有 lim |/( x ) I =+ oo . 

J-^ + oo 

【673】 设对于每一个数 5 > 0 ,都存在数 e = e ( A 々）> 0 , 使得若 |/(: r ) —/(々） I < e ， 则 | x — x 。 | < 8 . 
由此是否可知函数 /(•!•) 在 x = x 0 连续？这些不等式描述了函数的什么性质？ 

解不能.它只说明了反函数的连续性和单值性. 

【674】 利用 《e —於语言证明下列函数的连 续性： 


( 1 ) ax~\-bi ( 2 ) x 1 ; ( 3 ) x 3 ; ( 4 ) \fx ; 

( 5 ) V ^； ( 6 ) sin : r ; ( 7 ) cosx ; ( 8 ) arctanjr . 

证 （ 1 ) 设 X 0 6 ( — O 0 ，. 00 ). 

任给 e 〉 0 , 要 ( ax + 6 ) — ( ax 0 + 6 ) <e ，只要 


: ol< TiT (a # 0) . 


取 d = -i : | . ，则当 I X —: r 0 I 时，恒有 I ( ax ~\~ b ) — ( ax 0 +6) | < e . 

由于 x 。 的任意性，所以， /(: r )= a ： r +6 在 （_ oo ，+ oo ) 内点点连续. 

(2) | x 2 — x ? | = | x — x 0 | • | : r +: 0 | < | 工 0 | ( | _r — x 0 | +2 | x 0 | )• 

任给 e >0, 要 |: r 2 — x ? |< e ，只要 

I :r — 工 。 I 2 +2 I :r 0 I I _r—x 0 I — e<0 ， 


即只要 I oc — xq I < — I -To I . 

取汐 = s / xl -\~ e — I x Q I >0 ，则当 I x ~ Xq I < C 8 时，恒有 | f — xl \ < e . 

这就证明了 fU )= oc 2 在 （一 oo ，+ oo ) 内的连续性. 

(3) 由于 I X 3 — J：o I = I X ~ X 0 \ I X 2 -\- X 0 X-\~xl I ^ I X ~ Xq I ( I X 2 I + I X I I JT 。 I + | X 。 | 2 ) ， 不妨设 
x — x 0 I <1 ，则有 

I X I <C 1 + I x 0 I 及 I : r 3 — w I < I x — x 0 I (1 + 3 I : c 0 I +3x? )• 


任给 e > 0 , 取 3 = min ( 1 ， 工 + 3 丨 ：| + ) ，则当 | x — x 0 | < 3 时，恒有 | x 2 — xl | < e . 
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由于心 的任意性，这就证明了 x 3 在（一 oo ，+ oo ) 内的连续性. 

(4) 由于 \^- y /^\ = If l^-^o I (x 0 >0) •任给 e >0, 取 ^ = e 即可得证. 

V 工 + \/了 0 v 


若 : r。 = 0, 则取 3=e 2 . 
(5) 由于 — ^/~x^ 


k 


JOo 


+ (: r \ r 0 )了 +:rj 


< 


JO — Xo 


0 




C Xq 7^~ 0 9 ur。0 ) ， 


取 ^=min { 


^0 


，e M 丨即可 得证 . 


若 I 。 = 0 ,则取 8=e\ 
(6) 由于 I sim — sin : r 0 


(7 ) 由于 I cosjt — cosx 0 


1 _ o 

• X— Xo 


JT + Jo 

1 -2 

sm 2 


cos 2 

I _ Q 

• X—x 0 


.JT + X 0 

1 —2 

S m 2 


sln 2 


<|x-Xo I ，取 5=6 ,即可得证 


< |x-^o I ，取 e = A 即可得证 


( 8 ) 由 arctanjr — arctanx 0 


arctan 


JQ — Xp 
1 -\~XXo 


，又因 ■ 时 ， I ^ I ^ I tanj ； I ，故有 


jc — x 0 
1+: t : t 0 * 

当： To 〉 0 时，不妨就 I X~Xq < I X 0 I =X 0 进行讨论，此时 I 1+JTJ ：。 I 〉 1 ，贝 lj 

I arctanjr — arctan ^ r 。| < | x —: r 0 | • 


arctanx —arctarLTo I ^ 


当 : r Q < 0 时可同样讨论 . 

所以，取 ^=min(e, | x 0 \ )(_r 。 = 0 时，取 5=e ) ，则当 | x~x Q | 时，恒有 

I arctaor—arctaru：o | <Ce. 

由于 :r 。 的任意性，所以 ， arctanx 在 （一 oo ， +oo) 内连续 • 


研究下列函数的连续性并绘出其 图像： 

【675】 /( x )= I j ：|. 

提示取 d = e 即可. 

解 | I x | — | Xo | I < I X—Xq I , 

取即可证得在任一点的连续性，如图 1.263 所示 . 

【676】 /(:)=! ^ -2 ，"^ 2 ; 

lA, x=2. 

提示应就 A = 4 及 A ^4 分别讨论函数 /(： r ) 的连续性. 
解 lim /(: r ) = lim ^ -^ = lim ( xH -2) = 4. 

x-^2 x -^2 JO L x-^2 



因此，当 A = 4 时， /(x) 在点 x = 2 处 连续； 而当 A 关 4 时， /(i) 在点 x = 2 处不连续 . 至于在点 x 关 2 处 
显然是连续的，并且 /(* 2 ： )= 1+2 (x^ 2 ). 

如图 1.264 所示 • 
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【677】 f ( x )=< (1+ 工 ) 2 

L 任意值， 




X 



提示 注意到 lim /(: r ) = + oo , 即 知函数 /(： T ) 在点 x = — \ 处不连续. 
解因为 lim / Cr ) = + oo , 故函数 / Cr ) 在点 x=~l 处不 连续. 

x—-1 

在点 ^~1 处函数 / Cr ) 显然是连续的. 

如图 1. 265所示 • 


【678】 


(1) fiU ) 



: C 古0, 




m 1. 265 


r sinx 

( 2 ) f 2 (x)=\T^J 



•r 尹0, 



提示 （ 1 ) 由连续定义易知函数 /! (X) 在（一 oo ，+ oo ) 内连续 •（ 2 ) lim / 2 (x) = l 及 lim / 2 (x) = — 1 . 

J 4 + 0 j ： 一一 0 

解 （1) 因为 limA (:^ = 1 = ^(0)，故/\ (: r ) 在点 x = 0 处连续.又显知/! (: T ) 在点 x 关0处连续.因此 

x-^O 

f \ O ) 在 （一…，十 00 ) 内点点连续. 

(2) 因1^/ 2 (:0 = 1,1^/ 2 (:0 = — 1，故11111/ 2 (： 1 ：)不存在，因此 / 2 ( x ) 在点 x = 0 处不连续，其余各点 

JT 一 + 0 J ： 一一 0 x-^0 

均连续. 


其中 （1) 的图像关于 Oy 轴对称（图1.266)，而 （2) 的图像关于原点对称（图 1.267). 



m 1. 266 



sin —， x ^ O , 

【679】 fU )=< 工 

、任意值， x =0. 

解在: r 关0的点/( I )均为连续，而在 ： r =0 不连续（因为 lim /(: r ) 不存在）.图像关于原点对称，图 
1.268 仅为 工>0 的一部分. 
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图 1.268 图 1.269 


xsm —， 

【680】 f ( x )=< ^ 

to ， jc =0. 

提示由连续定义易知函数 /( X ) 在 （一 oo ，+ oo ) 内连续. 

解 lim/(d = /(0) ， 点点连续.图像关于 Qy 轴对称，如图 1. 269所示. 

• r —0 

当: T — OO 时 J ；— 1,且当 | 了| 〉 A 时，有 0 < y < l . 

丌 


【681】 J \ x ) 


1 

i 2 ， 


0, 


0. 


提示注意到 lime 




0, 易知函数 /(: r ) 在（一 oo ，+ oo ) 内连续 


解 lim / Xi ) 




/(0)，点点连续. 


图像关于 Oy 轴对称，如图 1.270 所示 
当： r — oo 时，1，且0<3^<1. 




图 1. 270 图 1. 271 

-, x ^ \ , 

【682】 l + e~ 

、任意值， x = l . 

提示注意到 lim /(: r ) = l 及 lim /( x ) = 0, 即知函数 /( x ) 在点 jt =1 处不 连续. 

x-^1 — 0 I 一 1 + 0 

解 lim f ( x ) = \, lim /( x )=0, 除点 x =\ 外其余点点 连续. lim /(^) = 4 ■- 

: r 一 1 一 0 j-^1+0 x-^oo u 

如图 1.271 所示. 

丨 jrlriLr 2 ， ： tt^O ， 

【683】 /(，）= 

\a^ x =0 

提示注意到 lim /(: r )=0, 故应对 a ^ 0 及 a = 0 分别讨论函数 /( x ) 的连续性. 

x-^0 

解 limf ( jr ) = limjrlnjr 2 =0. 

j ■一 0 x-^0 

当 a = 0 时，点点 连续； 而当关 0 时，除点 x =0 处不连续，其余点点连续.图像关于原点对称. 
如图 1. 272所示 • 
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m 1. 273 


【684】 f(jc) = sgnx. 

解当 x <0 时， /( i ) = —1; 当： r >0 时，/0) = 1 ; 

当 x = 0 时 ，/( x )=0. 除点 O 外，点点 连续. 

如图1,273所示. 

【685】 /( x ) = |>]. 

解除当 = 々 U 为整数）外，其余点点连续. 

如图 1.274 所示. 

【 686 】 f(x) =Vx — [v^]. 

解当1 =々 2 (々=1，2，*")时不连续. 

当々 2 <了<(々 + 1) 2 时，/(1)=«/?—走，/[(々 + 1) 2 ] = 0. 

如图 1. 275所示. 



m 1. 274 



求出下列函数的不连续点，并硏究这些点的 性质: 


[6871 


y 


X 


(1+ x ) 2 * 


解： T = — l 为无穷型不连续点 


【688】 


1 + 


x 


y 


l + x 3 - 


解 化浩=巧, 


•T+ 1 3 


，故: r = — l 为“可去”的不连续点 


【689】 


: y 


x 2 -i 


X 


一 3 x + 2* 


解 


x 2 -l 


X 


__ (: T — 1)(工+1) 

— 3x+2 {x — I) 2 (: r+2) ’ 


及 x =— 2 均为无穷型不连续点. 


【690】 


: y 


X 


: C + 1 


X 一 1 


X 


解因为 limy 

X —-1 

去”的不连续点. 


， lim ： y = — l ， 及 lim：y = 0, 所以，: r = — l 为无穷型不连续点，而： r =0 及： r = l 为“可 

JT— 0 X-^1 


【691】 


: y 


X 


sinx 


177 



解因为 lim 3；= l ， lim ^ = cx , (k 为不等于零的整数），所以 ，: r = 0 为“可去”的不连续点，而 x = kiz 

x-^0 x—kn 


(々=±1，±2,…）为无穷型不连续点. 


【692】 





1 — cos 丌 : C 


4- x : 


2 丌 sin 2 -$-(2 — x ) 


解 lim ^ = lim 

x—l x—2 / 7T 


(2-x) - 2(2 + x) 


0. 


同理 lim ； y =0, 所以，: r =2 及 x =~2 为“可去”的不连续点 


【693】 cos： 


x 


解因为 lim ： y 不存在， #) 故 ：r = 0 为第二类不连续点 


了―0 


* ) 左右极限均不存在. 


【694】 y = sgn ( sin — ). 

00 


解 


X 


0为第二类不连续点 


因为 lim y =( — \) k , lim : y = ( — 1 ) 卜 1 ，故了 = 了（々 = 士 1 ，士 2 ，…）为第一类不连续点 

”+-0 J 一士 + 0 


丌 


【695】 


3^ 


COS 

X 


丌 

cos 



X 


解 


x 


2々+1 


(々 = 0, 士 1，士2,…）为“可去”的不连 续点. 


[696] 3 ^= arctan 


x 


角$ m lim arctan — 

X- ^ + 0 JO 




丌 


， lim arctan — 

j —^ 一 0 oc 


I ，故 ： T = 0 为第一类不连续点 


【697】 y=^fx — • 

00 

解 lim：y = 0, x = 0 为“可去”的不连 续点. 

JT —0 

【698】： y = eH +. 

解因为 lim ： y =+ oo , lim ： y =0, 所以 ，: r = 0 为第二类不连 续点. 

x-^-hO :r— 一 0 


[6991 


y 


lixr . 


解因为 lim 3 ^ = 0, lim y 

x -^+0 j —1 一 0 


oo , lim ： y =+ oo , 所以 ，: r = 0 为“可去”的不连续点，而 x = l 为无穷型不 

1+0 


连续点. 


【700】 


y 


1 — e 卜 


解因为 lim y=lj lim : y = 0, limy =—°°， lim ： y =+ oo , 所以，: r = l 为第一类不连续点，而 工= 0为 

i-M+0 x-^1 — 0 x^ + 0 x-^ — 0 

无穷型不连续点. 


硏究下列函数的连续性并绘出其大略图像. 


[701 J y = sgn ( sirur ) • 

解 x = kn U = 0, 士 1，士2,…）为第一类不连续点•如图 1.276 所示. 
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y 


-2n 


♦ 


O 


2n 


* 


图 1.276 



【 702 】 y=jc—[_x~]. 

解 x = k a = 0, 士1，士2,…）为第一类不连续点.如图 1.277 所示. 
【 703 】 y=xlx^. 

解 x = k (々=士 1, 士2,…）为第一类不连续点.如图 ： L 278 所示 • 




【 704 】 3 ;= 

解处处连续.当1 a = 0, 士 1，士2,…）时 : y = 0 .如图 1.279 所示. 

【 705 】 y = x 2 -ljc 2 ^\. 

解 : r=m (々=1，2,…）为第一类不连续点 • 

图 1. 280仅画了 x ^ O 的部分. 




5 4 3 2 

图 1. 281 


【 706 】 ： y= [丄] • 

解 x =0 为无穷型不连续点， x =+ (&=士1，士2,…）为第一类不连续点 • 

图 1.281 仅画了 x >0 的部分，并且在图像中两轴比例不一致，即已经过“压缩”变换. 
【 707 】 y=x\_-^~\. 


解：= 0 为“可去”的不连续点，因为 lim ： y=l.:r=^ 士 1 ， 士 2 ， …）为第一类不连 续点. 

x— 0 k 

图 1. 282仅画了当 x >0 的部分，并且两轴所取的单位不一致. 
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解： r =0 为第二类不连续点. 


凡使 cos-j = 0 的点，即工= ( 》 - ! 1) 兀 (々 = 0,士 1，士2,…）为第- 
不连续点. 

图 1.283 仅画了当^ = 0，±1，士2时的情形，图像关于 Oy 轴对称 


[709] 


y 


X 


sgn 


(sinf)_ 


解 ： r = 0 为第二类不连续点. 


X 


士士 


及 X 




士妾 


(々=1，2，-) 


为第一类不连续点. 

图 1.284 的两轴所取的比例单位不同. 



【710】 y=cot —. 

X 

解凡使 sinf = 0, 即 ： r=^a=±l, 士2,…）为无穷型不连续点 .:r = 0 为第二类不连 续点. 

图像关于原点对称，如图 1.285 所示. 

当: r — — oo 时，： y —— 00 ;当 了―+ °°时，： y — + °°. 



【711】 



m 1. 285 


解 x = (2 kl\yK (々=0,士〗，士 2 , …） 为无穷型不连续点^二 0 为第二类不连续点. 
图像关于 0：y 轴对称，当 : r— + oo 时， 1. 如图 1.286 所示. 




a 1.286 

【712】尸（一1 〆 ]. 


m 1. 287 


解 jc =±^1 U = l ，2, …）为第一类不连 续点. 


图像关于 0： V 轴 对称. lim 》=(一1)”一 1 

•r .yjr —0 


lim y =( — \)\ 如图 1. 287 所示. 




lim : y =0， lim ：y = 0. 如图 1. 288 所示. 


m 1. 288 
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【714】 3^= 2 1 

x sin x 

解 x=kn (4 = 0，±1，±2，.“）为无穷型不连续点. 
图像关于 0 ：y 轴对称，如图 1. 289所示. 

【 715 】 y=^h~r 

解 士 a = o ， i ， 2 , …）为无穷型不连续点. 

图像关于 0 ：y 轴对称，如图 1.290 所示. 

图中只画了 x >0 的部分. 



m 1. 289 



m 1.290 


【716】 

解 ： r 




In 


( x + 1 ) 


_1 和 x =—3 为无穷型不连续点.定义域为 x < — 1或 x >3 


当 x< _| 时，，故 i n <0. 


当了 >— + 时， 


>1 ，故 In 


2 -2 x -3^ 〜 ( x + l )( x -3) 


>0 


当 


00 时，: y —0. 如图 1. 291所示. 



m 1. 291 


m 1. 292 


【717】 y = e ~^. 

解： r =0 为第二类不连续点 • lim ： y = l ， iim y =0, lim ： y =+ oo . 

x^ + 0 «r 一一 0 

如图 1.292 所示. 

—丄 

【718】尸 1 -e 

解 因 lim ： y = l ， 故 x = 0 为“可去”的不连续点.图像关于03 / 轴对称，如图 1. 293所示. 

JT-^OO 
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【 719 】 

1 — X 

解： r = ±l 为第一类不连 续点. lim y =\, lim 3 ;= — 1 . 

X -^1 —0 x -^1 +0 

图像关于原点对称，如图 1. 294 所示. 


硏究下列函数的连续性并作出其 图像: 


【 720 】 



ih ( ^ 0) - 


1 , 0 <： r < l ， 

解 y =< ~2 » 1 ， 

0 ， x 〉 l . 

• r = l 为第一类不连续点. 
如图 1. 295所示 • 


【 721 】尸 lim ”: 二 

n-^oatl -rn 

提示 注意到 ： y=sgn:r ， 即知点 x = 0 为函数的第一类不连续点. 

「1，： r <0， 

解 y = < 0 ， ： r = 0 ， 

1 ， x ^>0. 


即 y = sgnx . x = 0 为第一类不连 续点. 如图 1. 296 所示. 


【 722 】 y= lim ^/\+x 2n • 

n 一 ^00 


解 



I oc I <1 ， 
: r I >1. 


如图 1.297 所示. 


处处连续. 






m 1. 298 


[723J y = limcos 2n x. 

n-*oc 

解 y = l U X ~ kny U = 0 , 士 1 ，士 2 ,…）. ： r=;U 为第一类不连续点. 

10， x ^ kn . 

如图 1.298 所示. 
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【724】 


lim 


l + (2sin:r) 2n . 
x — kiz I 


y 


/ 


解 


々丌士 丁， 


(々= 0，±1，±2, 


• • • 


0 , 


< | X—kll I < 


5丌 


工=妊士 " I •为第一类不连续点. 
如图 1.299 所示. 


【725】 


lim [ xarctan ( wcotr )] 


57t 

一 T 


57 t In 

T T 


m 1.299 


， 々7T<J：<々7r + 


解 


0, 


^+ T ， 


(々 = 0, 士 1，±2,…） 




々7 T +<： T <々7 T + 丌. 


々丌 


(々关 0) 为第一类不连续点. 


71 71 (9 71 7C 

一 1 2 


如图 1. 300所示. 

【726】 


解 


x >0 


图 1. 300 


处处连续，如图 1.301 所示 



m 1. 301 


【727】 


_ r lnCl + e ^) 

广 , -Too l n (l+ e 。• 


A (0， 

解 《 y = 处处连续，如图 1.302 所示. 

l : r ， x >0. 

[728 J y = lim (1 + thtx . 

/-♦ 4-00 

—(l+:r )， j:<0 , 

解 y = < 0, jt = 0, 

l +: r ， ： r 〉0. 

x = 0 为第一类不连续点，如图1.303所示. 



m 1. 302 



m 1. 303 
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【729】 函数 /( x ) 


2: r ， 

2 — \<ix^2 


是否连续？ 


解 


1 为第一类不连续点，在 [0,2] 上/( I )不是连续函数 


如图 1. 304所示. 


【730】 设 /( x ) 



x<0. 


怎样选择数〜可使函数/(^)连续？ 


提示 注意到 lim /( jt ) = 1 ， lim /( x ) =a 及 /(0)=0, 即知应选择 a = 1 时 


0 


方能保证函数/( X )在（一 00 , + oo ) 内 连续. 


解因 lim /(: r ) 


及 lim /(: r ) = l ， 而 /(0)= a ，故当 

x ^_0 

lim /( x ) = /(0). 


1时， 


此即说明函数/(了)在1 = 0处 连续； 至于当 : r 关0 时，/( I )显然连续 
于是，我们选择数则函数 /( x ) 在整个数轴上连续. 

如图 1.305 所示. 

【731】 研究下列函数的连续性并说明不连续点的 性质： 


(1) fix ) 


x 2 ，, 
2 — x , l <: r <2; 


(2) f ( x ) 


: r ， I x I <1, 

1， k |> i ； 




(3) f ( x ) 


cos 


nx 


2 ， 


I :r I <1 


(4) f ( x ) 


cot 2 TZX , X 为非整数， 


(5) f ( x ) = 


I 工 ― 11 ， IJI >1; 

sinjrx , x 为有理数， 


0, 


X 


为 整数; 


0, 


X 


为无理数. 


解 （1) 连续函数. 


(2) x =- l 为第一类不连续点. 


(3) 

(4) 


-1 为第一类不连续点. 
k (々= 0,±1，±2，"0为无穷型不连续点 


(5) x^k (々 = 0,士 1，士2,…）为第二类不连续点 • 

【732】 函数 d = 是数轴 Or 上的点 : r 与由线段 0< x < l 及 2< x <3 所构成点集间的最短距离 

求函数^的解析表示式，作出其图像并研究其连续性. 


解 


d 


0, 


— OO < X <0 


x— 1 f l<Cx 


<音， 


2 - 


3 


0, 


< x <2. 





图 1. 306 


3， 3< x < + 


处处连续，如图 1.306 所示. 


* 


【733】 图像£:是由高为 1 底为 1 的等腰三角形及底为 1 高为2及3的二矩形所构成（图 1.307). 

函数 S = S (： y )(0<_ y < + 00 ) 是图像 E 介于平行线 Y =0 及之间的那一部分 面积； 而函数 6 = 
(0<3；< + oo ) 是用平行线 Y = 去截图像所得截痕之长.求函数 S 及 b 的解析表示式，作出它们的图像并 
研究其连续性. 
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2 

9 


2 



O 


3 


*r 


m 1. 307 


解 



0< ： y<l ， 
l< ： y<2 ， 
2<：y<3， 

3<)< + oo. 


处处连续，如图 1.308 所示. 

馨 

对于函数根据假设，则有如下解析表示式 


b = 


< 


3 — 7， 

0<： y < l ， 

2, 

1<3<2， 

1, 

2<：y<3， 

、 0， 

3<3；< + oo . 


: y =2 及: y=3 为第一类不连续点，如图 1.309 所示 


图 1.308 



【734】 证明： 狄利克雷函数 

对于每一个: r 值都是不连续的. 


X(:r)= lim { limcos w {ivn \ x ) } 



证明思路令 /( m ， r 2) = cos "(7 rm ! x ). 当了为有理数时，即： r = j ( 户， g 为互素的整数，且 p > 0 ). 因此， 


当 m > 时，有 /(济，^2) = 1，于是，;^(了） = 1;当： r 为无理数时，则对任一固定的 奶，有| cosCtcw ! x ) 
是，; ^( x )=0. 由此可知 



x 为有理数， 
x 为无理数. 


<1，于 


设 X 0 6 R ， 由于 X 。的任何邻域中都有无穷多个有理数和无穷多个无理数，故极限 lim x (: T ) 不存在，从而 

X ( X ) 在任一点： T 。 均不连续. 

证 i 己 f ( m ^ n ) = cos n ( nmlx ). 

当X为有理数时，总可认为 m>p， 其中: r=f (P，g 为互素的整数）.于是， /(m，n) = l， 故此时 x Cr) = l; 


当: T 为无理数时，则对任一固定的⑺而言， I cos(7rm!x) I <1，从而， lim C os n (7rm!i)=0, 故此时 X U )= 0 . 


总之， 


n-^oo 



: T 为有理数， 
: r 为无理数. 


由实数的稠密性可知，对于I的任意值在其任一邻域内含有无限个有理数和无理数，因而 Vi) 的值总 
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在 1 和 0 这两个数中取一个.这样 qU ) 的极限就不存在.于是，当 I 取任一值时， 2(1) 都是不连续的. 
【735】 设有函数 f ( x )= x - x ( x ). ' 

式中 x( ： r) 为狄利克雷函数（参阅 734 题），研究此函数 /( ： r) 的连续性.作出这函数的草图. 


解 



: T 为有理数， 

: T 为无理数及 0. 


因此， lim:r • y(x) =0 等于在 x = 0 处的函数值，故当 ： r#0 时， :r • v(x) 

x -^0 

不连续，而当 1 = 0 时，: r • x(:r) 连续，如图 1. 310 所示. 

【736】 证 明：黎 曼函数 



: r =^， 其中 w 和 n 为互素的数， 
n 

I 为无理数. 



图 1.310 


当 I 取任一个有理值时不连续的，而当： r 取任一个无理值时是连续的.作岀这个函数的略图. 
证不失一般性，我们仅就区间[0，1]讨论，图 1.311 为/( I )在: r€[0,2] 时的略图 • 



图 1.311 

对于任意的心6[0，1]来说，若任取£>0，则满足不等式〃<1的正整数〃至多只有有限个，即在[0，1] 

e 

中至多只有有限个有理数使得/(2)=丄〉 e .因而我们可以取 s >0, 使得的邻域 （ x 。一 心办+扪内 

n y n / n 

不含有这样的有理数（若 X 。为有理数，则可能除去 X 。）.于是，只要0< I X-Xo I <心不论 X 是否为有理数， 
都成立 | /( x ) | <£. 即证明了对于[0，1]中任意点心，都成立 

f ( x 0 +0) = /( x 0 —0)=0. 

若 A 为无理数，则 /(A )=0, 可见 / U ) 在 X 。 连续； 若 X 。是有理数，则/( X 。）參0,函数 /(： T ) 在: T 。 点有 
“可去”的间断，即点 X 。为/(1)的“可去”的不连续点. 

【737】 研究函数 

f ^ T ， I 为既约有理分数& ( n > l ), 

/(x)= 七 + 1 n 

I kh ： r 为无理数 
的连续性并作出此函数的草图. 

证当1<0时，/( I )显然不连续，而对于正有理数 — 

n 

= +. 若我们取一列无理数 A 趋于$，则 lim /( x *) = ^ T ，故 

nn -1 wrz - f-JL 

/(• r ) 在正有理数点也不连续.当$为正无理数时，由于对任意的 e > 

0,满足的正整数 g 至多只有有限个.与736题类似可证 /( i ) 

在点1 = $连续.如图 1. 312所示 • 



图 1. 312 
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【738】 函数 /( x ) = ^^ 当自变量1取一切非零值时都有定义.为了使此函数在^ = 0时连续，应 




当以什么数值作为函数在点 




0的值？ 


解因为 + ，所以，应取/ (0) = +，那么， / (:r) 当了 = 0 时是连续的 


— 0 JC 


【739】 证 明：无 论怎样选取数/( I )，函数 /( x ) = 


l-：r 


在 t = 1 时都是不连续的. 


证因为 lim /'( x ) = —oc 

十 0 

【 7 40】 下列函数/( I )当 


， lim /(: r ) = + oo , 所以，我们无法选择/( I )使之成为连续的 

1-0 


X 


0时没有意义，定义/(0)的值，使得/( I )在点 x = 0 连续: 


(1) fix ) 


yi + x - 

^/^ = F 7- 


(2) f ( x ) 


tan 2 :r 


x 


(3) f ( jr ) = sin^rsin 


x 


(4) f \ x ) = i \+ x ) 


(5) /( x ) 


e 


x 


(6) f ( x )= x J ( x > 0 ) 


(7) J \ x )= x \ n 2 x . 


提示 （ l)lim 


V 1 +JT — 1 


曩暴羼 \ - 

♦0 \ J \ +X — 


(2) lim i ^ £ = 2 

j-^0 oc 


(3)(4)(5)(6)(7) 均仿 （1) 及 （2). 


解 


( l ) 因为 .1 = — ^ ^ T ^^/ TT 7+ i ) 

• r J\ — 1 ”0 x( y/\-\-X + 1 ) 


，故取 /(o) 


3 


(2) 因为 = 故取 /(0) = 2. 

T ^0 


(3) 因为 limsinjrsin — = 0,故取 /(0) = 0. 

x ♦O JC 


(4) 因为 lim ( 1 +了）士 = e ， 故取 f ( 0 ) = e . 

(5) 因为 lim^e 7 =0, 故取 /( O ) =0. 

0 JT 


(6) 因为 lim〆 =1，故取 /( O ) = 1. 

(7) 因为 limiln 2 x = 0, 故取 /(0) = 0. 

•r 一 0 

【741】 设 ：（1) 函数 /( x ) 当 ： t = a 时是连续的，而函数^ •(•!•) 当 x = x 0 时是不连 续的； （2) 当 x = x 0 时 
函数 /(： r ) 和二者都是不连续的，则此二函数的和 + 在已知点 a ：。 是否必为不连续的？举岀 
适当的例子. 

提示 （1) 用反证法易证不连续. 

f 1 ， JT^O ， (—1 ， 1^0 ， 

(2) 不•例如， /( i )= 及 g ( x ) = 

1-1 ， x<0. ( 1 ， x<0. 


解 （1) /( x )+ g ( x ) 必为不连续的.事实上，设 F ( x ) = f ( x )+ g ( x ). 

对于函数 F (: r )_/(* r )= g (: r )， 如果 F (: r ) 在 X 。连续，则有 

Yimfr ( x ) = lim [ F ( x ) —/( x )] = limF ( x )— lim /( x ) = F ( x 0 ) —/( x 0 ) =^(^ 0 ). 

卜:。 x ^ x o x ^ x o x ^ x 0 

因此若当有意义，则 = F (: r 。） 一 /( A )= limg (: r )， 这与假设是矛盾的，故 F ( I ) 在点 A 不 连续; 

若^•(: To ) 没有意义，那么当然它在： r Q 点不连续. 

(2) 不.例如， 

f 1 ， jt^0 9 ( _ 1 ， 

/(:)= 丨 及 g ( jr )= { 

1—1， jt < CO . 1 1， x < CO . 

它们在点 x = 0 处均不连续，但其和 f ( x )- hg ( J r )=0 却处处连续. 

【742】 设：（1)函数 /(: r ) 在点 X 。 连续，而函数 g ( x ) 在点 X 。 不 连续； （2) 当 x = 时函数 /(: r ) 和以了) 
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二者都是不连续的，则此二函数的乘积 /(: r ) g (: r ) 在已知点是否必不连续？举出适当的例子 


提示 （1) 不. 例如， /(: r )=0 及 g ( x ) 


1， ； 

— 1， x < CO . 


(2) 不•例如， /( x ) = g (: r ) = 
解 （1) 不.例如， 


1 ， 

— 1， x<0 




1 ， 

一 1 ， jt<CO 


它们满足假设条件，其中 /(： r ) 处处连续，而在点 


及 f ( x ) = 0. 

0不连续，但 f ( x ) g ( x )=0 处处连续 


(2) 不.例如 


f ( x ) 


1， x^O , 

一1， x <0 


及 g ( j ：)= f ( x ) 


它们均在点 


0处不连续，但其乘积 /( x )^( x ) = l 却处处连续 • 


【743】 可否断定不连续函数的平方仍为不连续函数？举出处处不连续但其平方连续的函数的例子 
解不能.例如742题 （2) 之例. 


又对于函数/( I ) 


-1， 

1， 


为有理数， 
为无理数， 


处处不连续，但平方后所得函数/ 2 (^) = 1却处处连续 


【744】 研究函数 /[《(: r )] 及 g [/(: r )] 的连 续性: 

( 1 ) / O ) =sgor 及 g ( x ) = 1 + x 2 ; 

(2) J \ x ) = sgru : 及 g ( x ) = x {\— x 2 ); 

(3) /( x ) = sgnx g ( x ) = l + x —[ x ]. 

(2 

解 （1) = l 处处连续；而 g [ f (^ r)J = 


x 尹0, 

x = 0. 


在 


0 点不连续 


(2) 因为 g (: r )=: r ( l —: r 2 ) 当： c <— l 或00<1时为正，而当 一 10<0或 x >\ 时为负，故 

( 1， ： r < — 1， 


-1 


/[茗⑴ ]= 


一 1 


x = — 1 , 
一10<0 
x = 0, 

0<工<1， 

x = 1, 
x >\. 


在点： T = — 1 ，：T = 0， X =1 处不 连续. 而 g [/( l )] 三0却处处连续 


(3) /[☆)] 

【745】 设 


处处 连续. ^[/(^ r )] = l 也处处连续 • 


f ( u ) 


u ， 

2 一 w ， l<Cw<C2, 


cp (< jr ) 


2- x , 


为有理数 
为无理数 


其中00<1. 


研究复合函数 ： y =/ U ) 的连续性，其中 u = cpU ). 

解当: T 为有理数时 ， u = : r ， 且 0< W <1， 故 / U )=: r ; 当: r 为无理数时，— : T 且1<“<2,故 / U ) 


2 — u = x . 从而， /[ p (： r)]=:r 处处连续. 

【746】 证 明：若 / O ) 为连续函数，则下列函数也是连 续的： F (: r )= I /( x ) | . 

证设： r Q 为任一连续点，则对于任给的 £ >0,总存在一个正数心使当 

| / O )— /(工 0 ) | <£•由 


: T 。 | <5时，恒有 


I / O ) I — I f ( x 0 ) | | < I / O ) — / O。） I 知 II /( x ) I — I fix 0 ) I I <e 
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故 F (: r ) 在点: r 。 也连续，由点 x Q 的任意性可知， F (: r ) 也是连续的. 

【747】 证明： 若函数 /(* r ) 是连续的，则函数 

— c , /( x )< — c ， 

/ f ( x )=^/( x ), |/( x ) |< c , 

C* 

(式中 r 为任意的正数）也是连续函数. 

提示 / f ( x ) = y ( |c + /( x ) I - | c -/( x ) I ). 

证易知 / f ( x ) = y ( | c +/( x ) I - | r -/( x ) I ) .于是，利用 746 题的结果，即知人卜)是连续函数. 

【748】 证明： 若函数 /( or ) 在闭区间[>，6]上连续，则函数 

m ( x )= inf {/(6)}和 M ( x ) = sup { /(^) } 

在 [ a , 6] 上也是连续的. 

证只证 m (: r ) 在 连续. M (: r ) 连续性之证完全类似.设: r 。 6 |>，6].先证 m ( x ) 在点： r 。 右连续•任 
给 e >0 .由于/(^:)在点 : c 。 连续，故存在5>0,使当|:*:一^。|<3时，恒有 

| /( x ) —/( x 0 ) I < e . 

于是，当 jtq < Cx < Cx 0 时，有 /( x )〉/( x 0 ) — e ^ m (. x 0 )~ e . 

而当 a <: r <: r 0 时， /( x ) ^ m ( x )> m ( x 0 ) — e . 由此可知当 I 。< x < Cx 0 + 占时， m (: r )> w (« r 0 ) — e . 又因 
m ( x ) 显然是递减的，故 w (: r 0 )> m (: r )> m ( x 0 ) —e (当 ： r 0 <: rO 0 + 占时） • 

由此可知 lim m ( jr ) = m ( x 。） ，即…(:^在:*:。右连续.下证左连续，不妨设 /( x ) 在 [ a ，: c 。] 的最小值在点 

x 〜 0 +0 

JC = x Q 达到，即 w (« r 0 ) = /(* r 0 )( 否贝 lj ，若 w ( x 0 ) = /(xi ) ，《<々 < x 0 •则显然知，当工】时 m (, x ) = 
m (* r 。）， 从而左连续）.任给 e >0. 仿上述，存在3>0,使当: r 。 — 8 <. x < Cx 0 时，恒有 

/( xX /( x 0 ) + e = m ( jr 0 )+ e ， 

因此， w ( jr )< m (: r 。）+ e ， 从而， w (: r 。 Xm ( jr )< w (: r。）+e (当 x 。一5< C : r <: r 。 时）.由此可知 lim m { x )= 

广 : 0 -o 

/72(1。 ） ，即 m ( x ) ft * r 。 左连续. 

证毕. 

【749】 证明： 若函数 /(: r ) 和 g ( x ) 是连续的，则函数 ^(: r ) = min [/( x )， g (: r )] 和 0( x ) = max [/( x ) ,^( j )] 
也是连续的. 

证由 ^( x ) = -^-[/( j ：)+ g ( x )— I f ( x ) — g ( x ) I ], 

0(x) = -|-[/(x)+^(x) + I f(x)—g(x) I ], 

利用 746 题的结果，即知 p (: r ) 和 0( or ) 为连续的. 

【750】 设函数 /(： r ) 在闭区间[^6]有定义并有界，证明 ：函数 

w ( x )= inf {/($)} 和 M ( x )= sup {/(^) } 

a^$<x 

在闭区间 [ aj ] 上是左连续的.而函数 

m ( x )= inf { /(^) } 和 M ( x )= sup {/(^) } 

在闭区间 [ a ，6] 上是右连续的 —. 

证设•2：。6(〜6]，要证772(： 1 ：)在 >3 ：。左连续.由于 /( JT ) 在 [ a ，6] 上有界，故 m ( x ) 恒为有限.任给£>0,必 
存在一点6 [ a ， x 。） ，使得 /(& )<爪(工。） + e . 于是，当时，必有 

m ( x 0 Xm (: rX /($) Xm ( x 0 ) + e ， 

由此可知 lim w (: r ) = w (: r 。） •故； w (: r ) 在 ： r 。 点左 连续. 

m 0 - o 

同法可证 M (: T ) 在|>，6]上也为左 连续. 
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* ) m (: r ) 和 M (: r ) 在 [ a ，6] 上右连续的结论是错误的，今举反例证明之.例如，对于有界函数 


/ i (^) 


1， a 《 x《p 
0， p < Cx ^： b , 


/ 2 (^> 


— 1， a 《 oc《p 
0， p <^ x ^ b . 


分别有(: r )， M (: r ) = / 2 0)， 显然它们在点户不是右连 续的. 

若定义 m (: r )= inf { /(芒） }， M (: r ) = sup {/(尽） } 则可证明 w (: r ) 与 M (: r ) 在[“， 6] 上右 连续. 

x <« : b «b 

【751】 证明： 若函数 /(: r ) 在区间 a <: r < + oo 上连续，且有有限的 lim / U ) ，则此函数在已知区间上 

X— +00 

是有界的. 


证记 A = lim /0)，取£=1，则存在；0^，使当了>入时，恒有 \ fU ) |<| A | +1，又因 /(X) 在 [ a ， X ] 

1一+00 

上连续，因而有界，即存在常数 H ，使当时，恒有 |/( x ) |<鸠，取 M = max ( I A | +1， H ), 则当 
■ r 6[“，+ oo ) 时，恒有 l / U ) I < M . 

【752】设函数 /(: r ) 在区间（心，+ 00 )上连续并有界，证明：对于任何数 T ， 可求得数列 a - + oo , 使 

lim [/( j： n + T ) —/( x „ )] = 0. 

n 一 oo 

证不妨设了〉0,记尽取一数列 UJ (”=1，2,…），且当 
oo 时， e „— 0 .易见，〆: y) 是 [l,+oo) 上连续且有界的函数，今按下法取々=々+怂: T， 使 |g(h) | < ei ，如 
果尺 （l)，g(2) 异号，则由连续函数介值定理，存在 h ，且1<心<2,使得 | ^(^,) | =0< £1 ，这时取 a =x 0 + 
心了•若尽⑴与#(2)同号，且〆 l)，g(2)，g(3) ，尽(4)…都是同号的，不妨设它们均大于0,那么我们可以证 
明，必存在一个正整数々,彡1，使 ^(^,)<e ,. 因为，若对一切正整数，则由 g(：y) 的定义， 

/( j ：0 +2 T ) ^£! + /( x 0 + T ) , 

/( x 0 + 3 了) > ei + •/ (u 0 + 2 了)， 

/( x 0 +4 T )^ ei +/ C .7- +. VD ， 


/( jt 0 H ~ wT)^ei +/ Cx 0 + (n — 1) T ]. 

则 /( x 0 + nT )^( W - l) ei + /(々+ 了），这与 /(: r ) 在 （々，+00) 内有界矛盾，故必存在正整数匕，使得 
I 片 (h ) I < ei ，取 X X = X 0 -\~ k { T . 然后，取正整数 p 2> k \ + 1，通过考虑 g (/) 2 )， g (^2 + 1) ，…的符号；仿上，可 

取 g ( k 2 ) I < e 2 . 依此类推，我们就可得到一数列 U „ } 适合要求. 

【753】若和 #: r ) 为定义于 一 oo < Cr < + oo 的连续周期函数，且 li m [ p ( x ) — 0( x )] = O . 证明 : cp ( x ) 

oo 

= lp ( x ) . 

证先证明和 0 ( : rO 的周期相同，设 〆 :^的周期为 P ， 则 p (: r +/)) = 9(: r )， 由于当 : r—CO 时， 〆 x + p ) 
—< p ( x + p)—Q 即得 lim [ p (: r ) — 0(: r +/>)] = O 以及 

x-^oo 

lim [0( x ) — 0(« r + p )] = lim [^( x ) — 0( x + />)] _ lim [^)( j ) 一 0( x )] = O . (1) 

X^oo 1一00 X —^ CX 5 

我们再来证明 0 U ) 的周期也是 P ， 若不然，则至少存在一个 X 。，使 4(:^) 关 0( X Q + P ). 且设 0 U ) 周期为 
q*N 为任意正整数 ，: r = x。-h Nq <, 以及 a = | i / j ( x 0 ) — i / j ( x 0 p ) \ 〉0, 此时恒有 | 0( x ) — 0( x +/>) | = o ： •但由 
(1) 式，对充分大的 X ，必成立 I 0( x ) — 0( j +/>) I < q ■，这显然是矛 盾的. 

最后证明史(了)三#了），若结论不成立，则至少存在一个 x " 使 | 
〉0，则对任意 • rsjCi + iV / j ， 恒有 | ( p { x ) — 0( jr ) | =戶，这与 lim [ 95 ( J ：) — ip ( x ) ] = 0 矛盾. 于是， p (: r ) 三 #(: r )_ 

x ^ + oo 

证毕. 


【754】证明 ：单调 有界函数的一切不连续点皆为第一类不连续点. 

证不妨设 /(： T ) 为单调增函数，取其定义域 A 中的任意点: T 。， 且设 X 。 不是 A 的左端点，由于 1 <為 
时显然有 /( x )</( x 0 ). 由关于单调函数的极限定理知 fUo ~0)= lim /( x )</( xo ). 可见若 /(： r ) 在 x 。 

卜工 0 一 0 

点不连续，则函数在该点只可能有突跃，即第一类不连续点. 

【755】 证明： 若函数/( I )具有下列性质：（1)在闭区间 [ a ，6] 上有定义且 单调； （2) 取介于 /( a ) 和 f ( b ) 


之间所有的数作为其函数值，则此函数在上连续. 
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证明思路 用反证法.设 々6[>，6]，/(1。）在点工。 不连续，利用 754 题的结果得出矛盾. 

证 用反证法，不妨设单调函数 /(* r ) 为递增的且在： r 。 不连续（:^6|^，6])，由754题知 X 。只能是第 
一类不连续点，则/(工。）一 /( To —0) 及 /( JTo + O ) — /( J ：。） 中至少有一个大于零，例如 /(： To )_/( JC 。一 0)>0. 
于是，由函数 /(•!：) 的单调性知，/(1)无法取到 /(〜一0) 和/( X 。）之间的数值. 

这与题设函数/(1)的性质 （2) 矛盾，从而， / U ) 在 [ a ，6] 上连续. 

【756】证明 ：函数 


^ -/- CI » 

x = a 

在任意闭区间[>，«上取介于 /( a ) 和/(6)之间的一切中间值，但在[>，6]上并不连续 • 

证 事实上，只要 a <6, 则 /(: r ) 在|>，6]上取 [― 1，1]之间的一切值，当然更取 /( a )=0 与 f ( b ) 
( | f ( b ) I <1)之间的一切值.但显然有 /( x ) 在 x = a 处不连续. 

【757】 证明： 若函数 /(: r ) 在区间 U ，6) 内连续，且々，: r 2 ，…，: r „ 为此区间中的任意值，则在它们之间 

可找到一个数值 M 吏得/⑺= +[/(々）+/(々）+… +/(〜）]• 



证 不妨设此时设 a ;当 x \ = x n 结论显然成立. 
由于/(•2')在[> 1 ，: r „] 上连续，于是， /( x ) 在[:^，: r „] 上取得最大值和最 小值： 

xG [^l fX n ]. 


从而有 


m 




由连续函数的性质，总存在氏 [ A ， A ]， 使 /(0 = 1 I ] /(^). 

I = 1 

【758】设函数 /(: r ) 在区间 （ a ，/)) 上连续，且 Z = lim /( x ) 及 L = fix ). 

x^To n + 0 

证明： 对于任意的数 A ， 此处则存在数列 + 0 ( n = l ，2, …），使得 lim / U ,)= A . 

rt-^oo 

证 当 A = / 或；1=1时结论都是显然的.因此设 / < A < L . 

由条件有 { A } 及{乂 } “ + 0,心 — a + 0, 且 lim / (〜）=/， Yimf(bJ = L . 于是，存在正整数 N ， 使当” 

>iV 时，恒有 /( aJ<A R /(6 w )> A . 

再由 /( x ) 的连续性知，在 及 b „ 之间存在: r „ ，使 /( x„)=A ( n > N ). 

这样选取的{了„ } ，由于 a tl -* a ~\-0, 6 „—a + 0, 故 x „-^ a ~\-0. 从而， lim /( x „) = A . 


§8. 反 函数. 用参数形式表示的函数 

1° 反函数的存在及其连续性 若函数 ：y = /( i ) 具有下列性质：（1)在区间 （ a ，6) 上有定义并 连续; 
(2) 在此区间上是严格单调的，则存在单值的反函数(3；)，此函数在区间 （ A ， B ) 上有定义并连续，而 
且是严格单调的，其中 

A = lim /(: r ) 和 B = lim f ( x ). 

jr^fl + 0 x 一 b — Q 

连续函数 ：y = /(： r ) 的多值反函数的一个单值连续分枝，可被理解为在其有定义的最大区域上满足方程 
f ( g ( y))=y 的任何一个单值连续函数 x = g (: y ). 

2° 以参数形式表示的函数的连续性 若函数 〆 £)和 0(0 在区间（《，辦上有定义并且连续，且函数 cp ( t ) 
在此区间上是严格单调的，则方程组 

x =( pCO , y =( p ( t ) 

在区间 （ a ，6) 上把^定义成 i 的单值连续 函数： 

y = ifi _ cp~ x ( x )] ， 
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其中 


a= lim (p{t) 

t^Q ^ 0 


及 6= lim <p(t). 

t^p-o 


【759】 


求分式线性函数 y = 


ax-\~b 

cx-\~d 


Uc / — &关 0) 的反函数.在怎样的情形下，反函数与已知函数 相同？ 


解由解得，反函数为 y =~ dx ^ b 或写成 ：r = =^± f .要反函数与已知函数相同，只要 

cx 十 d cx 一 a yc — a 

ax^rb _ -xd-^b 
cx-\-d xc — a * 


解之得 a + d = 0, 此即所求的条件 . 

【760】 设 : y = :r+ [: r] ，求反函数 :r = :c( ： y). 

解 若当 《 *r<a+l, 即当 2 々 <3 ； <2 々 +1 时， = 々 （々 = 0 ,士 1 ， ±2 ,…），此时 : y = :r + K 即反函数为 

x = y — k. 

【761】 证明： 存在唯一的连续函数 3 ； =3 ； (:0( — oo< x < + oo) 满足开普勒方程）一 esin_y=*r (0< e <l). 
证 由 640 题知数列 


yo =oc, y x =j ： +esiny 0 , y 2 =x+esiny, … y n = ^c-\-esiny n ^i , … 

的极限 _ y ( x ) 为开普勒方程 ^- esin3 ； = x 的唯一的根.现在证明 5 = 〆 ^)是连续的.我们只要证明当 a — x 。 
时，: y (: r )— 3 ; (: r Q ). 为此，我们考虑 

| | = | (x — Xq ) +e[sin^-i (x) — sin^-i ( 了 0 )] | 

<| x —x 0 I +e I y n ^ x (x)—3； n -i (: 0 ) | • 


逐次应用此不等式，即得 


y n ( 了） ~ y f , (: To) ^ | x—x 0 I ( 1 +£ + 〆 + ••• +e”— 1 +e” ） 



令 oo , 便有 I y(x)— y(x 0 ) I I t — 了 。 I (0< e < l ). 于是，显然有 Y\m y(x) = y(x 0 ) . 这就证明了 

1 e n 0 

的连续性. 

【762】 证 明：对 于每一个实数 H _ oo <々< + oo )， 方程 co tr = ^ r 在区间 0< x <7 r 中有唯一连续的根 

x = x(k). 


证令 /(X) 


cotx 


X 


•显然，在 （0,7 T ) 上 COtX 和丄都是连续的严格减函数，从而， /( I ) 在 （0,7 T ) 上也是连 

OC 


续的严格减函数，并且，很明显 


lim fix) = +oo ， 

4 + 0 


lim fix) 

_^7T 一 0 


由此可知，对每一个实数 K — oo <^< + oo )， 恰有 一个: r 6(0,7 T )， 使 /( x )= 々，即 cotx = kx. 另外，由于/( X ) 


cotx 


X 


在 （0,7 C ) 上是连续的严格减函数，故々=/(1)的反函数: l — ia ):/- 1 ”） 存在而且是 一 00<々< + 


上的连续的严格减函数.此: T = : r (々） 即方程 CO tr = ^ T 的根. 

综上所述，可 知：对 任何一 oo <々< + oo , 方程 cotr = h :在 （0,7 T ) 上具有唯一的根 :r = : ca )， 而且: r (々） 是 
々（一 oo <々< + oa ) 的连续的严格减函数，证毕. 

【763】 非单调的函数 3 ； = /(： r ) (—⑺ < Cr < + oo ) 可否有单值的反函数？ 


提示 可以 . 例如，函数 fix) 


X n X 


X % X 


为有理数 
为无理数 


解可以.例如，函数3^ 
而其反函数仍为此函数本身. 


X J X 


为有理数， 


I ，： T 为无理数 


在区间（一 00，+〜）上为单值的，但不是单调的函数 


【764】 在什么情形下，函数 ：y = /(: r ) 和反函数:^―厂 1 。)是同一个函数？ 


193 



解为统一坐标起见，我们把的反函数记成为 : y = / Ux ). 
按题设应有厂三 /(: r )， 即 ：r = /(/(: r ))， 这就是所求的条件. 
[765] 证明 ：不连 续函数 3/=( l +^ r 2 ) S gor 的反函数是连续函数 • 


f 1 » JT 古0 

证易见 sgn^^sgnjr 及 sgn 」: r = ，则： ysgn：y = ( 1 + x 2 ) sgrr \ r . 于是，反函数在 |： y|>l 及 

10， x = 0 

7 = 0有 定义： 



Vysgny —\ , 

V y^gny— 1 ， 
0, 


: y > l ， 
： y < — 1， 

« y =0. 


易见上述函数在其定义域内连续. 

【766】 证明： 若函数 / U ) 在闭区间0,6]上有定义并且是严格单调的，且 lim /( A ) = /( a ) 

n 一 oo 

Wl lim : r ”=“. 

fl 一 oo 

证不妨设函数 /( i ) 在 0,6] 上严格单调下降.如果结论不成立，则在 U ，6) 内总存在一个 q 及数列 
{ X n } 的一个子列 {* r„ A } ，使 > a x . 

由于/( I )严格单调下降，故有 


/(^)</( a 1 X /( a ) 


f 是， /(“） = lim /( x . X/(ai ) ，得出矛盾，因此，有 limjr „ 


a. 


求下列函数的反函数的连续单值 分支: 


【767】 y = x 2 . 

解反函数的连续单值分枝为 x = V 7 (0<： y < + oo ) 及 x =~^ (0<： y < + oo ). 
[768] y = 2 x — x \ 

解由于 ： r 2 -2: r+：y = 0, 故 二 4 之 =1士 

于是，连续单值分枝为 oo = 1 — V ^~ y 及了 = 1+ V^~y ( — °°<^^ D . 

【则尸盖. 


[ 1 士 Vl — y 2 

解由于 ： r 2 ： y —2: r + jy = 0, 故 jt = < y 

0 , 

又由于 





lim l 二 7 l ] L ’ . = lim 


y 


= 0 


y-^0 




y ^° y (\ + v 1 — y 2 ) 


故反函数的连续单值分枝为 


lim 


i+yi-y 



”o y 



工 = 匕今] 1 (_心<1)及 ■r= 1 +1- (0<b|<l). 

【770】 3 ；= sinx. 

解连续单值分枝为 X= ( — l)*arcsin^+^7T (々= 0，士1，士2广.）（| y | ^1). 

【771】 y = cosx . 

解连续单值分枝为 工 =2 々 71 士 arccosjy (々 = 0 ， ±l ， ±2 ， .“ ）（ |jy| ^1). 

【772】 y = tana :. 

解连续单值分枝为 : r=arctanjy + 々 Tc (々 = 0 ，± 1 ，± 2 ，… ）（一 oo <^ y < + oo ). 

【773】证 明：连 续函数: y=l + sirLr 在区间 0<: t <2 tt 内的值域是闭区间 • 
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证显然，当： r 6(0,27 r ) 时， — l ^ sinx^l 从而 ，0 <l + sinx <2. 而由于 : y 


2 


y 


=T 


0•而 ： y 


1 +sin:r 是 


7T 37 ： 


上的连续函数，故由介值定理知当 x 从寻变到# 时，^取0到2之间的一切数值.由此 


可知当 0<: r <27 r 时，: y 的值域是闭区间[0,21 

【774】证明 ：等式 arcsirur + arccos : r =~|~. 

证令 p=arcsinjr， 贝 lj 得 sinp=:r， 从而 ， cos(^ — cp ) =sin^ 


x . 


因为 一+<9<+，故0<+ —而在 [0,7 T ] 内有唯一的数，它的余弦等于 X ， 因此，得 


丌 


9 


arccosx 


即 arcsirrr + arccosx 


丌 


【775】证明：等式 arctanx+arctan 


丌 


x 


sgnx ( x ^ O ) 


证当 了〉0 时，令 p = arctaru :， 则得 tan 广 : r ， 且 0<史<专 •又 cot (专一 p) = tanp =: r ， 故 

tan ( y -^)=^-. 

因为0< j —史 <|，而在(0, j ) 内仅有唯一的数，使其正切等于丄，故 j — 史= 


arctan —，即当： r 〉0 

x 


时 ， arctanx +arctan 


x 




丌 


当 ： r<0 时，令 p = arctan:r ， 则得 tanp =: c ， 且一+ <史<0 •又 


cot 


(—— ( p ) = tan ( p = x , gp tan ( — I — 史)=^*， 


因为_ 而在(一 f ，0)内有唯一的数，使其正切等于士，故 一 ^ 


( D = arctan —，即 
T x 


当 ：r〈0 时 ，arctan:r +arctan 


丌 


x 


总之，当工尹0时 ， arctanx+arctan 
【776】证明反正切加法 定理： 


丌 


x 


sgnx . 


arctanx + arctanv = arctan +e 丌 , 

^ — ocy 

式中 e = e (: r ,： y ) 为取0, 1, —1 这三个值的函数. 

当给定 x 的值时，对于怎样的: y 值，函数 e 可能不连续？在 Qrjy 平面上作出函数 e 连续的相应区域，并 
求此函数在所得区域内的值. 

证由于— j<arctan ： y<j 及 一 •^<arctaar<j ，故有 一 7r<arctan:r+arctan3 ； <7r. 


若 x 和： y 的符号相反，则一 •^•<arctarLT + arctan：y<~|~. 

若 ： r 〉0 和： y 〉0, 则 0< CarctarLr + arctanjy <7 r . 

再看这个和是位于 (0, 子)还是(子， 7T). 条件 0<arctaru:+arctan：y<j ，即 arctanjr<j — arctany ， 它 


相当于 x<Ctan ( | — arctan ^ y ) = tan ( arccotjy )= 丄，也即 xy < C \. 
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因此，当 1 > 0 。> 0 ，巧< 1 时，此和位于 ( 0 ， D . 同法可证，当:时，此和位于 (|， 7 T ). 
仿此，又可证 得：当 x < 0 ，： y < 0 ，: r ： y < l 时，此和位于 (一 |，0 ) ; 

当 x < 0 ,^< 0 , X3>>1 时，此和位于 (一 7 T ，一 ~|~). 

总之，若 * r ： y < l ， 则此和位于(一;若 x > 0 ，: c ： y > l ，则此 
和位于 (|， 7r ) ;若 x<0 ， xy ~> 1 ，则此和位于 ( _ 7i ，一 I ). 

其次，我们考虑此和的正切 tan ( arctanx + arctan ^) = y . 

1 —JTV 




现令 arctanx+arctan arctan ^ ' - ，贝 1 j 得 tanw = tam ;. 因为 

1 ~ xy 

一 故当一 ■时， U = V ； 当时， 1 + 7 T 




U ； 当 一 7T < w < — ■^时 , u = — n J rv . 因此，我们证得 


图 L 313 


arctan:r + arctany 




arctan 


丌 + arctan 


丌 + arctan 


1 — 0 , 


: r+y 
oo y 

y 

1 — xy 


Joy<i \ , 


jr 〉 0 ，: r ： y 〉 l ， 


JT <0，： T 3；〉1. 


当了固定时，若: y = l ，则 e 不连续，因为此时（例如设: r > 0 )， 当 3 ；>丄时 £ = 1 ,而当 3 ；<丄时 e = 0 

如图 1 . 313 所示，曲线 x ： y = l 为函数 e = e (： r ， 3 /) 的不连续域. 

当 x ： y<l 时 ， e = 0 ; . 

当 x > 0 1 xy >\ 时， e = l ; 

当 x < 0 ， jr ; y〉l 时 ， e = — 1 . 

【 777 】证明反正弦加法 定理： 


arcsin ^ + arcsin3 ；= ( — 1 ) £ arcsinCx \ J \ — y 2 y \/l — x 1 ) + e7t ( | x | ^1 » 1 ) 1 ^ 1 ) 


式中， 


e 


0 , 


sgn:r 


工 : y<0 或 x 2 +y^i, 
了 3；〉0 和： r 2 + y 〉1. 


证令 w = arcsinx + arcsinj ; ( |: r |< l ，|; y |< l )， 即得 


sinu = x y/l — y 2 + 3 ; \ J \ 一 x 1 


由此，还不能断定 


w = arcsin(x v 1 — y 2 + 3 ; v 1 一工 2 )• 


事实上 a&p = a rCS i n (:r yi - y 2 + 3 ^ / l - x 2 ) 可以位在不同的区间内，其中 v 始终位在 
^可有三种 情形： 

情形 I : 

若 X ^<0, 则不是 0< x<l 及一 1<^<0就是一 1<： T<0 及0<3<1，不论哪一种情况，总有 


7T_ 丌 

n _ 


内，而 


O^arcsinjr^ 


丌 


及 


丌 


^ arcsin^^O (或交换） 


因而，一 -^-^ arcsin ^ + arcsin ^ = n 


2 • 


196 



若 了〉0，）〉0 时，显然有条件 •，即 W = arcsin:r + arcsin 3^~^， 相当于 


arcsirur ^ 


arcsin^y — arccos^. 


由于正弦在第一象限内是增函数，故这又相当于 


sin( arcsiru: Xsin( arccosy ) 


或 yi — y 2 ， 即： r 2 + ： y 2 < 1 • 


同法可证，若: r <0， ： y <0 时，必 w <0. 且条件一 相当于 x 2 + ： y 2 <1. 


情形 [I 


在手时，必 x 〉0，： y >0. 条件 


<Carcsinx+ arcsinjy^Ti: » BP arcsinjr〉-^ —— arcsiny 


两边取正弦，即得: r 2 +y>l. 

情形 ID : —7 T < M < — 

在这种情形下必 ： r <0,： y <0. 条件 

— 7r<arcsin 了 + arcsinjy〈 — 


即 


<arcsin( — :r) +arcsin( — 


因此，即: r 2 + ： y 2 >l. 

总之，当 : r ： y <0 或 ： T3 ；> 0 但 : r 2 +： y 2 <1 时，必有一 ;当 : r >0， j 〉0， x 2 +： y 2 >1 时，必 


当 : r <0， y <0，《 r 2 + y 〉1 时，必 一7 T < m < —专. 

但当一 时 ,U = V ； 当导 <“<7 T 时 ,U=K—Vi 当 一 7 T < W < — 4 •时 ， U= ~ n~ V. 因此，最后得 


arcsinCx \f\-y 1 y \/\— x 2 ), 
arcsinx+arcsin3 ； = < 7t—arcsinCx ^\ — y 2 +3 ； y/\—x 2 ) ’ 


x ： y < o 或 i 2 +y <1 ， 

: c 〉0 ， 3；>0 ，: r 2 + y >1 ， 


arcsinC^ y 2 y y/\— x 2 ) ^ jt<C0 ， 3 ； <0 ， :r 2 +y 〉 1. 


即 


arcsinx + arcsin3；= ( — l) £ arcsin(x y/\— y 2 + jy a /1 — x ) +£7r 


其中 


0 , 


: r ： y <0 或： r 2 +y <1 ， 


1 sgnjr ， ： T3 ；〉 0 和： r 2 + y 〉1. 
【778】证明反余弦加法 定理： 


(I x I <1 ， I 3 ； I <1) 


式中 ， e 


arccosjr + arccos ： y= ( — l) e arccos( ： T3；— y/\— x 2 \/\— y l )+2e 丌 （ |:r|d | 3/1 ^1) 

0 ， ： r + 3 ^ 0 ， 


， ： r + 3 ；< 0 _ 


证 由基本的不等式 


0^ arccosx ^7 u 及 O ^ arccos^^Tc » 


有 0<arccosjr+arccosjy<27r • 若 O^arccosjr+arccosj/^Tc ， 贝 I] arccosx^7i: — arccos^. 

由于 arccosx 及 tu — arccosy 都含在 [0 ， tt] 内，而在此区间内余弦是减函数，故有 x^cos( tt — arccos^) 
一 jy ， 即 x + 3^0. 

同法可证得：若 7r<arccosi+arccos3^27r ， 则 x~\-y<C0. 

又由于 cosCarccos^r + arccos^) =xy— \/\ — x 2 ^/\— y 1 ，故知 
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w— arccosj：+ arccosjy 及 i;= arccosCv 1 — x 1 y/\— y 2 ) 


有同一的余弦 . 因 p 始终在 0 与 tt 之间， 故知： 

若 / <7T ， 则 U = V; 若 7T<W<27T ， 则 W=27T—I ； . 因此，最后得 


arccos:r + arccos^y 


arccos(x^ — vl — x 2 vl — y 2 ) 9 


x^hy^O 9 


2 7r — arccos ( xy — y/\— x 2 \/\ — y 1 ) , x~\~ y<C0 , 


此即所要证明的公式 . 

【779】 作函数的图像 


( 1 ) j^arcsinjr—arcsin \/\— x 2 ； (2) 3 ； =arcsin 2 x y/\— x 2 — 2arcsiru: 


解 （ 1) 利用 777 题的结果得知 ：由于 P + ( — /I 一 : r 2 ) 2 = 1 ，故 


y = arcsin:r + arcsin( — v 1 一 x 1 ) 




arcsinCx — — \/\—x 2 y/\—j： 2 ) 

arcsinCx | x | — 1 + x 2 ). 


当 一 时 ;: y 


I; 当 0<:r<l 时 ， jy=arcsin(2:r 2 — 1) 


可以证明 arcsin( 2 x 2 — 1 ) — 2arcsinx 


?•，故有 


y 


丌 




2arcsinx 


丌 


0 < JT <1, 


如图 1. 314 所示 
(2 ) 由于 


2arcsim = arcsirur + arcsinjr 


arcsin(2x \/\ — x 1 ), 


Tcsgrur — arcsinC 2x \/\— x l ), 


故当 一 — 时 ,y= — (7r+4arcsinx); 

当 一 时 ，: y = 0 ; 当 时 ,y=n— iarcslnx, 

v 2 V 2 V 2 


如图 1.315 所示 . 

【780】 函数 : y = ： yKx ) 由下面的方程给出 




x= arctan/ » y = arccot/ ( — oo < f < + oo ) 


71 


2 


-1; O 

1 

着 

1 

1 

1 

1 


71 


一 2 



x 


图 1. 314 


求此函数 . 此函数的定义域是什么？ 

解由条件一 +<:r<j ， 0< ： y<7r 且 tarur = r ， cot：y = f ， 即得 



coty = tan:r=cot 


( 




从而 ，当一 •^~< ： r<~| ■ 时，有 y=^-~x. 

【781】 设 x=cht, y=sht ( 一 oo<0< + oo) . 在参量〖的哪些变化域中可以把 变量 : y 看作变量 x 的单 

值函数？求 : y 在不同变化域上的表达式 . 

解 由于 : r=ctu ， jy=shi ， 故 jt 2 _ ： y 2 =ch 2 f—sh 2 r= 1. 

当 sh ， = e 4 e ’ ） 0 时，即 或 e 2f >l 或 时， : y= 当 ^<0 时， : y=— 


不论 / 为何值， : r>l ， 故 vV — 1 有 意义 . t = 0 是函数） =〆 d 单值区域的分界值 . 
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【 782 】 设: V 对 X 的函数关系由方程组 : r = ^(0, ： y =0 Q ) 给出，问 ： y = ： y (* r ) 是单值函数的充分必要条 
件是什么？ 

解 其充分必要条件为，使 <p(t)=x 的一切 Z 值，函数 0(0 应有同一的值.下面加以证明.先证必要性. 
若不然，则存在/及，使 

( piti ') = ( p(.t z ) = JT * 且 4(/ i )^0(,2). 

于是，对于这样的 ，一 方面有力二以/^及:^二〜^人另一方面又有力关:^^这样^就不定义为^的单值 
函数.因此，使 〆 f )=1 的一切£值， 0(0 应有同一的值. 

再证充分性•设所述条件满足，则对于任一，6 { 〆 /)}，有 〆 使 

(pir )=x' , ^(r )=^* 

有意义，这样定义的函数: y =： y ( x ) 不因 r 的不同选取而不同，因此，它由，唯一确定.从而，: y 定义为 x 的 
单值函数. 

【783】在怎样的条件下，两个方程组 

x = <p(t ) » y=(p(.t) (a<it<ib) 及 Jr = ^[^( r )] » ： y = ^ fx ( r )] ( a < r <^) 

定义岀同一的函数 y = y ( jc )? 

解 当 aCrCf 时，函数 Yr ) 的值域应为区间 （ a ，6). 

【784】设函数和 〆 ■!•)在区间 U ，6) 内有定义并且连续，且 

A= inf (p{x) , B= sup (p(x). 

a<.x<.b a<x<b 

在何种情况下，存在单值函数 /( x )， 它在区间 （ A ，/3) 上有定义，并且当 a < Cr <6 时， 0(* r ) = /[^(: r )]? 

解 显然，要求对于使 cpU) = u 的一切 * r 值（其中《为区间 （ A ， B ) 中的任一给定的数），函数 0( x ) 应取 
同一的值.满足了这个条件就可以了.这时，对可定义 

• /(w) = 0(x) , 

其中 X 为满足 〆 : r ) = M U <: r <6) 的任何数.上述条件保证了这样定义的 / U ) 是单值的. 

§9. 函数的一致连续性 

1° 一致连续性的定义 设函数 /(I) 定义在集合 X = U } 上（ X 是开区间、闭区间，等等），若对于每一 
个£>0都存在^=扒 £ )>0,使得对于任何数值: r '，: r "6 X ， 由不等式 

| x — x | <^d 

9 

可得不等式 

| | <£， 

则称函数/(^)在 X 上为一致连续的. 

2° 康托尔定理 在有限的闭区间 [ a ，6] 上有定义的连续函数 /(： r ) 在此区间上一致连续. 

【785】某工厂的车间制造正方形平板，其边长： r 在 1 cm 到 10 cm 之间取值.当边长的允许误差3为何 

值时，不论制造多大的平板（边长在上述范围内），其面积: y 与设计值之差皆小于 e ? 考虑下列 情形： 

( 1 ) e = 1 cm 2 ； (2) e =0. 01 cm 2 ； (3) e =0. 0001 cm 2 . 

解 ：V = *r 2 , 由于 

I X 1 — oc' 1 I = I X ， — X I I X H ~ X I ^20 I X — X ， 

于是，对于任给的 £ >0,要 I ： r ， 2 -： r " 2 |<£时，只要丨/-/|<点即可. 

于是，在加工平板边长时，只要取允许误差 Kg ， 当 |/ — /| <3时，即可满足要求. 

(1) 当 e = lcm 2 时， ^^^ = 0. 05 cm = 0. 5 mm ; 

(2) 当 e = 0.0 lcm 2 时，谷 = 0005 cm =0. 005 mm ; 
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0 


(3) 当 e = 0. 0001 cm 2 时，茂 = 0. 000005 cm = 0. 00005 mm . 


【786】+ 圆柱形套筒的宽为 e ， 长为 心将 套筒套在曲线3^ = ^上并使它沿此曲线滑动，但套筒的轴须 
保持平行于 ar 轴应取何值，才可以使此筒顺利地经过此曲线上由不等式一 10<1<10所限定的部分? 
考虑下列情形 (2 )e = 0. 1； (3 )e = 0.001； (4) e 为任意小数 • 


解 •对于/乒/，由于 



y 




y 


•"3 


/ 2 + yy’+y 



y —y 


(/+/) 2 + 1 (/ — /) 2 


A 



即 


y -/ i 3 < iy 3 -y 


f //1 — 4 ^ f // r\ ~ i 乃 

x — x I 取 y — y ^ v 4 x — x • 


e 


对于任给的 e >0, 要 I y — y \ < e ，只要 4 | jr '— : r " | <^，或 | x ~x | <^ j ■即可. 


取0<5<+，则当 |/— x 〃|< S 时，恒有 lt -泣 < e . 


(1) 当 e=l 时，; 

(2) 当 e = 0. 1 时， ^<2. 5 X 10 -4 ； 

(3) 当 e = 0. 001 时， ^<2. 5 X 10' 10 ； 

(4) 当 e 为任意小数时， ( e < l ). 

【787】 以《6— 沿的语言用肯定的方式表达下述论断意义 ：函数 /( x ) 在某集合（开区间，闭区间，等等) 
上连续，但在此集合上并不一致连续. 

解设集合为 £：. 所需论断的《 £ 一沿说 明如下 ：对于 任给的 £ >0,及 x Q 6 E ， 总存在一个数 ^( e , x 0 )>0, 
使当 | x — Xq | <5( e ，: r 。） 时，恒有 

| /( x ) — /(:。 ） | <£• 

同时，至少存在一个€。>0,使对于任意给定的00,都可找到 A ，: r 2 6 E ， 满足 I A - X 2 I <3,但是 

I /(:i) — /( 工 2) I >e 0 . 

[7881 证明 ：函数 /( i ) =丄在区间（0，1)上是连续的，但在此区间上并非一致连 续的. 

X 


证明思路 连续性是显然的•考虑 （0,1) 上的两串点 4 = 丄，：，则当 0<£。<1 时，不论谷 >0 

n ??十 1 

如何选取，只要？？充分大，总可以使 | x„—Z | < 占，但是， I f{x n ) — f{x n ) I = l 〉 e 0 . 

证连续性是显然的，现证其不一致连续.考虑 （0，1) 上的两串点 


n 71 ^ n 71 I 1 • 

则当 0 < eQ < 1时，不论00取得多小，只要 n 取得充分大，总可以使 


但是， 


| = l >£ o . 


因而 ， /(d = 丄在（0，1)上并非一致连续. 

、 X 


【789】 证明 ：函数 /( i )= sini 在区间（0，1)上是连续的并且有界，但在此区间上并非一致连 续的. 

X 

证当工关0时，由基本初等函数在其定义域的连续性可知， /( T ) 是连续的，同时，由于 | /( x ) I <1，因 
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而它也是有界的. 


现考虑（0，1)上的两串点:^ = 4，则当0<£。<1时，不论5>0取得多小，只要 rz 充分大，总 

n w 十1 

可以使 

卜”-:’"卜;^ 

但是 

|/( x „)-/( x ：) | = l > e 0 . 

因而， /( z ) 在（0，1)上并非一致连续. 

【790】证明 ：函数 fU )= sinx 2 在无穷区间 一 oo < Cr < + oo 上是连续的并且有界，但在此区间上并非 
一致连续的. 

证明思路函数/( X )在（一 oo ,+ oo ) 上显然有界且连续.只需证其不一致连续性.为此，考虑（一 00, 
+ oo ) 上的两串点 

/ (n~t~ 1 )7T 

V ~2 ， 

下面仿 788 题 . 

证函数 /( h 的连续性及其有界性是显然的.现证其不一致连续性. 

考虑（一00, + oo ) 上的两串点 



X 




+ 1 )7T 


则当 0< eQ < l 时，不论00如何选取，只要 n 充分大，总可以使 




但是， 

|/(X” ）一 /(X:) I =1>£0. 

因而， / U ) 在（一 00 , + oo ) 上并非一致 连续. 

【791】 证明： 若函数 /(•!•) 在区域 a < x < + oo 上有定义并且连续，而且有限的 lim /( x ) 存在，则 fix ) 

♦ 十 oo 

在此区域上是一致连续的. 


证任给 £ >0 .由于 lim /(:r) 存在，故必存在 X>a, 使当 X >X, x〃〉X 时，恒有 

了一+ 00 

| /(Jr’ ）一 /。"） | <e. 

由于 /(： r ) 在 [ a ， X + l ] 上连续，故一致连续，从而，必有正数 〆 存在，使当 jr ' G [>， X + l ]，: r "6[ a ， X + l ]， 
I x — x | < y 时，恒有 

I f(x ， ) — I <£. 

令占 = min { y ， 1 } •现设 JT ' ， :r" 为满足 a < or ' < + oo ， a < JT " < + OO ， | x' — :r 〃 | < S 的任何 两点. 由于 
|x'_:r "|<^， 故 x' 与 x 〃或同 时属于 [ a ， X+l], 或同时满足: r'>X ，： r">X ，因此，恒有 

| /( X ’） 一 /(工〃） | <£» 


故 / U ) 在 上一致连续.证毕. 

【792】证 明：无 界函数 f ( jr )=^- i ~ sinj ： 于全轴 一 oo <： r < + oo 上一致连续 • 

提示 | /(了’） 一/( x 〃） | <2 | j ：’一: r 〃 | ( x’，H R 、. 

证 | /( jt ，） 一 /(:**") | = | ( j - / — jr ，， ) + ( sirLr ， — sinx ，， > | ^ | x — x \ + | siar , — sinjr ” | ^2 | x x 


对于任给的 £〉0,取 5= 专〉 0，则当 一 ooO ’< + oo ，一 oo <： r "< + oo，I : r ’一: r " I <3时，恒有 


I fix ) — /(： r ") I <£， 
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故 / O ) 在一 oo <: r < + oo 上一致连续 • 


【793】函数 /(: r )=: r 2 在下列区间中是否为一致连续的： （1)( 一 Z ， Z )， 这里 Z 为任意大的 正数； （2) 在区 
间（一 oo ，+ oo ) 上？ 

解题思路 （1) | —/( x ^) I ^2/ I x — x I (: r ’，: r 〃6( — /,/)). 

(2) 考虑： T 〔=72 + 丄， 0^=71. 下面仿 788 题. 

n 

解 （1) 当 X !， JC 2 G ( —时， 

I /( 工 1 ) — /( 工 2 ) I ^2/ I Xi — x 2 I . 

对于任给的 e >0, 取占=金，则当 Ia —: c 2 I <3,且: T 】， x 2 e ( — M ) 时，恒有 I I < e ，故 /( I ) 在 

(一 /，/) 上一致连续. • 

(2) 取£。= 1，不论5>0取得多小，只要 n 充分大，我们总可以使： T : =77 +丄，： r ：；= n 的距离 

n 

X n X n I ==丄<3,但是， 

n 

I /(:’„)-/( I :) I =2+ (+ ) >£ 0 . 

可见 /( X ) 在 （一 oo ，+ oo ) 上非一致连续. 

研究下列函数在给定区域上的 一致连续性： 


【794】 fdx ) 


X 


4一 x 


(一 


解 | f ( x } ) — /(工 2 ) I 


工 1 

工2 


4 + X] X 2 



4-x? 

^ — x\ 


(4-xf)(4-xi) 


: Tl Xi 


由于 


4 + xi jt 2 


(4 一 : c ?)(4 — :^) 


<|^| = |<1，故对于任给的 e >0, 取 3= e ，则对满足 


工 1 ~ 0C 2 


的 了 1 ，了 2 


0 C \ , x 2 属于 [—1 ，1])值，均有 


| /( 了 1 )— /( 工 2) | <e 


因此， / U ) 在区间[―1，1]上一致连续 
【795】 f ( x ) = \nx (00<1). 


解考虑 A 


i ，允=+，则当 0< eQ < ln 2 时，不论5如何选取，只要 n 充分大，我们总可以使 

n 乙 n 


工 n— Xn 


■一 _ 


2 n 




但是， 


\ fUJ ~ fU ：) I = ln 2 >eo 


因此， / U ) 在区间 （0，1) 内非一致连续. 


【796】 fix ) 


sinx 


x 


(0<: r<C 丌 ）. 


解由于 Um 


sin:r 


0 X 


1，我们定义函数 


FU ) 


< 


X 


0 


sinx 


x 


〔 0, 


， 0< Ca ：< C 7 r ? 


X= TZ. 


易见 F (： r ) 在 [0,7 T ] 上连续，由康托尔定理知， FU ) 在 [0,7 T ] 上一致连续•从而， / U ) 也在 （0,7 T ) 上一致连续 


【797】 /( x )= e"cos 


X 


(0<x<l). 
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( n 为正整数），显然^、式均属于（ 0 ， 1 ).不论^> 0 取得多么 


解取£。= 1 ，令: r „ 
小，只要《充分大，总有 


2 


( 2”+1 ) 丌 ’ 




rm 


但是， 


I oc n — X n 


1 


(2w+ Drm 


<d 


I /(xj —/(xl) I =e^>l 




£o 


因此，，⑴… os ? 在 (( M ) 上非一致连续 • 


【 798 】 fix) =arcta 訂 （一 oo<<x<C + oo). 

解由于 /( x ) 在区间（一 00 ， 1 ]、[ 0 ，+ 00 )上连续，且有 


lim arctanx = 

o—^ + oo 



lim 

J— ^ 一 oo 


arctana:= — 




由 791 题知 /(: r ) 在 [0，+ oo ) 及（一 m ， l ] 上均一致 连续. 

于是，对于任给的£〉 0 ,存在次（£)〉 0 ，当 X , ^ 2 e (- 0 O , l ], Ix !-^ |<&( e ) 时，恒有 

I /(Ji ) — /( 工 2) I <e 


成立. 

又存在在 （ e )〉0, 当： ^，: r 2 e [0,+ oo ), | x ,- x 2 I <^( e ) 时，恒有 I f (, x ,)~ f { x 2 ) \ <e 成立. 

今取占 ( e ) = min { 1 ， 次 （ e )，5 2 ( e ) } ，则当 jt !， jt 2 6 ( _ 00 ， + °°) ， \ x \~ x 2 丨 <》( e ) 时，与工 2 必或同时 
属于（一 oo ， l ]， 或同时属于 [0，+ oo )， 故恒有 

| /(^1 ) _ /(工2)丨 <£» 

即 /(: r ) 在（一 oo ，+ oo ) 上一致连续. 

【 799 】 ( l < x < + oo ). 

解考虑 [ l ，+ oo ) 内任意两点:^ ， A . 


^fx\ — \/^T 


0 C\ —x 2 


\ f ^\ + \/^r 




工 i 一工 i 
2 _ 


于是，对于任给的 e 〉 0 , 取 5 = 2 e ， 则当 一： r 2 | <心 a ，: r 2 6 [ 1 ， + oo ) 时，恒有 


I 



2 e = e . 


因此， /( x )=/? 在区间 [ l ，+ oo ) 上一致连续 • 

【 800 】 fix ) =xsmx ( 0 ^ x<C + °°). 

解 考虑点 x „ = 2 rz 7 c + 丄， jt 1=2 w 7 t ， 则 I x n — x n | =丄•而 

n n 


由 j 二 


I fix n )~f{x n ) I = (2”7T++ )sin 


2«7rsin 


n 



lim — sin — = 0 ， 及 

n^oo Tl Tl 


Iim2n7rsin 一 = lim ( 2tz • 

Tl n—oo \ 



= 2 兀， 


所以， |/( xj -/( xl ) I —2 tt U — oo ). 

现取 e Q = 27r— 1 ， 于是，不论 d 〉 Q 取得多么小，只要 n 充分大，总有 \ x„—x„ | <8, 并且 

| /(x„) — f{x ' n ) I 〉 e 0 = 2 丌一 1. 

因此， /(■ zOsxsiar 在区间 [0，+ oo ) 上非一致连续. 

EhI 在每个区间八=( 一 1 < 1 < 0 )及 / 2 = (0<: r < l ) 上是一致连续的， 


【 801 】证明 ：函数 /( x ) 


X 
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但在它们的和 L + J 2 = { o < UI <1 } 上并非一致连续的 • 


证在 九 =(— 10<0)上 /( x ) = - 


sinx 


x 


，在乃=(00<1)上 /( x ) 


〒，它们的一致连续性由 


796题可知. 
由于 


lim f ( x ) = lim s{TLr = \ ， lim /( x ) = — lim ^― = — 1 ， 

I 一 +0 X J—— 0 I 一一 o oc 


故必存在 7 > 0 ( 7 < 1 )，使当 0 < 1 1 < 7 , - rj < x 2 <0 时恒有 I /(〜）一/(々） |〉1.现取£。= 1，则不论占>0取 
得多么小，都可取两点和 : r ’ 2 ，使 OCx、<min {”，音 } ，一 min { 7，音 } <工 ’2 <0. 于是，| x ' — | < d , 


但是， 


I/(:;)-/(¥) I >e 0 = l. 

由此可知 /(•!•) 在入+7 2 = {0< |:r I <1 } 上非一致连续. 

【802】 对于 e >0, 求使下列函数 /(: r ) 在所给区间上满足一致连续条件的 S =^( e ) (任意的！） : 
(1) /( x ) = 5 x — 3 (一 oo <： r < + oo ) ; (2) f ( x )= x 2 —2 x ~ 1 (— 2^ x ^5)； 


(3) /(了)=丄 （0. «1); 

JC 


(4) /( x )=>/7 (0< x < + oo )； 


(5) j \ x ) = 2 sinx—cosx ( — oo <： r < + oo ); 


j：sm — 

(6) /(x)=<J 工 

0， 


jt /0， 

(0^X^7r). 

x = 0 


解 （1) I f ( x \ )— f ( jr 2 ) I =5 I Xi — J：2 I •只需取占 = ~|*即行. 

(2) I /(xi ) —/( x 2 ) I = I — I • I A +_ r 2 —2 I •由于 _ 2<： r <5, 故 I j :!+: r 2 — 2 I <8,于是只需取 
占 = ■即行. 

(3) |/( x ,)-/( x 2 ) | = 卜 1 —丨, 二 f 2 I . 只需取占 =0. Ole . 

X\ Xi U. U 1 

(4) 对于显然有不等式成立. 

对于任给的 e 〉0, 取谷 = e 2 , 则当 I a —: r 2 \< d , : r , , x 2 6 [0 ， + oo ) 时， 


\/^7< y / x 2 ^rd ^ %/ x 7 + V ^ = \/ x 7 + e . 


同理可有 


\/^7< ^ X \ v^xT +V^ = V^\ +e 


则 t 旦有 \/~ X \ 一 < e . 

(5)| j \ x \ )— f ( x 2 ) I ^2 I sin . 


<2 I 


00 \ —x 2 


sin ： r2 I + I cosxi — cosjt 2 I 





3 I — x 2 I 


只需取 5 


e 


(6) 任给 e >0, 当: 


e 


n 


时，有 


I /( 工 1 ) 一 /( 工 2) I 




.1 

x\ sin - 

. i 

x 2 sin 


.1 
x\ sin — 

-X! sin—+ x, sin—- 

. 1 
x 2 sin 

J0\ 

002 


了 1 

J2 OC Z 

了 2 


^ I I 


sin 


J 0\ 


sin 


oci 


+ I J0\ — 工 2 


sin 


^2 


< I 工 1 I 


OC \ x 2 


+ I J 0\ ~ OC 2 I 




o ) 


0 C \ — x 2 




3 + e 


e 


—oc 2 


取 5 




min 


e £• 


，3 + e J 


1 •现设 了 1 ，12 6 [0,7 t ] 满足 I A — : r 2 I <5,下证必有 I f(xi ) — f ( x 2 ) I < e . 
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不妨设 aCa ，若则: Ti ，： r 2 均属于~|~，71：」，故由上述，知 

| /(xi ) —/(jt 2 ) I • I X] —x 2 I - ^r-=e. 

£ £ £ 


若 OSa •，则 : r 2 = x z — x x + Xi <5+-|-<- y . 于是， 


/(JT! ) —/(X 2 ) 


X \ sin 





— x 2 sin — 

J 02 


^ I JO \ I + I :r 2 I < 



(当 A >0 时）， 


<| x 2 |< Y<e (当 A = o 时)， 

综上所述，只要 ：Ti yX 2 6 [0,7r] ♦ I Xi — x 2 I <占，就有 I /(xi ) —/( x 2 ) I <e. 

【803】 将闭区间 [1，10] 等分为多少段，就足以让函数 fU )= x 2 在每一段上的振幅小于 0.0001? 

解设等分为 ”段 ，则对于每段中的任意两点均有 In - x 2 I < —. 于是， 


I /( 工 1 )—f(x 2 ) I 


0 — x 2 sin 


oci 


I ： d-:n = +& 11 a -: 2 1 < (1 計 : lp)9 =1 ^ 


1 0 () 

按题设，我们只需"^<0. 0001 ，也即 w >1800000. 

n 

因此，应把 [1,10] 等分成至少为1800000个等长的线段，就能满足要求. 

【804】 证明： 有限个在区间 U 4) 上一致连续函数的和与它们的乘积在此区间上仍是一致连续的. 

证由于有限个函数相加或相乘可逐次分解成两个函数相加或相乘，故我们只需考虑两个函数的情 
况. 

设/(1)与 g (: T ) 都在有限区间 U ，6) 上一致连续，要证 /( d + gU ) 与 /( X ) g (: T ) 也在 （ fl ，6) 上一致连续. 
任给 e 〉0. 由于 /(•!•) 在 （ a ，6) 上一致连续，故有 A 〉0存在，使对于 U ，6) 中任何两点 /与： r 〃， 只要 

|/ — y ' lCA ， 就有 | /(/)-/(/) | <~|•.又由于 g (^ r ) 在 U ，6) 上一致连续，故又有而〉0存在，使对于 


U ，6) 中任何两点/与/，只要|/ — : r "| 〈而， 就有 g ( x f )- gU ff ) <"| ••令，则当 
|/一/|<3(/，^："为（^6)中任何两点）时，恒有 


I [/(• r ， )+ g ( x ， )] —[/( x ^+ gCx ' 7 )] I < I — I + I g ( x )— g ( x f ) I <-|- + -|- = e . 


故 /( d + Wd 在 U 4) 上一致连续.下证/(1)#(1)在 （ a ，6) 上一致连续.为此先证一个 结论： 若函数 
F ( i ) 在有限区间 U ，6) 上一致连续，则 F (: r ) 在 ( a ，6) 上必有界.事实上，对于任意给定的£>0,都有^>0存 
在，使对于 ( a ，6) 中任何两点 x ', x "， 只要<心就有 | F(x)-F(x) | < e . 特别，当 a<x + 

a < y ’<“ + 8 时，必有 I Fix) — F(x f/ ) I <e; 当 b — d<^x’<ib ，6 — 时，也必有 F (: r ’） — F(x f ) <e. 


因此，根据柯西收敛准则，知 F(a + 0)= lim F (: r ) 与 F (6— 0)= lim F (: r ) 都存在（有限）.现在 [ a ，6] 上定义 
函数广 ( x )： 


F(x) 9 a<Zjc 〈 b ， 
F m (x) =< F(a + 0), x = a , 

F(b—0) , x = b. 


显然， F * (: r ) 在闭区间 [ a ，6] 上连续，从而有界，由此可知 F (: r ) 在 （ a ，6) 上有界. 

根据刚才已证的结论，存在常数 L >0 与 M >0, 使 

| f(.x) | ^L, I g(x) I (a<x<6). 

任给 e >0, 根据 fU ) 与 g ( x ) 在 U ，6) 上的一致连续性，可取5>0,使对于 （ a ，6) 中任何两点•/与 X "， 只要 
| 0C 9 — X I <8,就有 


I /(:’)—/(:") | <点， I g ^ oc f )— g { x ) I <^. 
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由此可知 




I [/( x 7 ) —/( x /， )]^( x ， )+/( x ， )[^( x ， ) — gCx ')] I <☆ • 


• L = e. 


故得知 /(« r ) g (: r ) 在 （ a ，6) 上一致连续. 

注： 当 （a ，6) 是无穷区间时， （ a ，6) 上一致连续函数 /( X ) 与 g ( X ) 的和 /( X )+ 尺（ X ) 必也一致连续 ，但乘 
积 /(: r )#(: r ) 不一定一致连续. 例如，设 （《，6) = (_ 00 ， + 00 )，函数 f (^ x )= j C 在 （一 00 , + 00 ) 上一 致连续，而 

函数 [/(: r )] 2 =: r 2 在（一⑺， + 00 ) 上非一致连续（参看793题 （2)). 

【805】 证明 ：若单 调有界的函数 /( i ) 在有限或无穷的区间 （ a ,6) 上是连续的，则此函数在区间 （ a ,6) 
上是一致连续的. 

证分三种情形予以证明. 

(1) 设 U ，6) 是有限区间•由于 / Cr ) 在 U ，6) 上单调有界,故极限 / U +0)= lim ./(•/•) 与 f(b~0)= lim j\x) 

f u J^h 一 0 

都存在（有限）.按下式定义 O 乃]上的 函数广 ( x )： 


fix) » a<Cx<Cb ， 

/• (x)=J/(a + 0), n ， 

‘/(6—0 ) ， x = b. 

显然尸 （ a ：) 在 [ a ，6] 上连续，从而一致连续，当然在 U ，6) 上也一致连续，故 /(: r ) 在 U ，6) 上一致 连续. 
( 2 )a 为有限数，6=+ 00 ,此时，令 


r ( x )= 


/(• r )， 

/( “ + 0 ) ， 


a<C:r< + oo ， 
x = a. 


则 /• ( i ) 在 a <: r < + oo 上连续，且 lim 尸（: r )= lim / U ) 存在（有限），故根据791题的结果知尸（: r ) 在 

了一+ 00 I 一十 OO 

a <: r < + oo —致连续，从而 ，/(_ r ) 在 aO < + oo —致 连续. 

若“ =— oo ,6 为有 限数. 考虑函数 g (* r )=/( — : r )(—6<: r < + c «) ，即化成刚才证明了的左端点是有限 


数右端点是 + oo 的情形. 

(3) a =- oo , 6=+ oo .任给 e 〉0. 利用 （2) 已证的结果， /(: r ) 在 0< Cr < + oo 上一致连续，故存在 d '> 0 , 
使当/与了 〃都属于 （0 ，+ oo ) 且|/ —/|<^时，恒有 

| /(: r ’）一/( or ") | < Ce . 

同样利用 （2) 已证的结果， /(: r ) 在 一 oo ' xCl 上一致连续，故对于同一个 e ， 存在 灸 >0,使当 /与： r " 都属于 
(— 00 ，1 ) 且 | a :' — : r 〃 | 时，恒有 

| f { x )— f { x ， ) | < e . 

现令谷= min { 1，占 1 ，占 2 } ，则当 一 oo <* r ’< + oo ， + ，| x — x \ <Cd 时， x ' 与 了"必或是同属于区 
间 （0，+ oo )， 或是同属于区间 （_ oo ， l ). 因此，恒有 

I | 〈£. 

由此可知， /(： r ) 在（一 w ，+ oo ) 上一致连续.证毕 • 

【806】 证明 ：在有 限区间 （ a ，6) 上有定义而且是连续的函数 / U )， 可用连续的方法延拓到闭区间|>，6] 
上，其充分必要条件是函数_/(1)在区间 （ a ，6) 上是一致连续的. 

证 必要 性：若 /(： r ) 可用连续的方法延拓到闭区间 [ a ，6] 上，则 /(* r ) 在|>，6]上连续，从而 /( x ) 在 
[ a ,6] 上一致连续，当然 /(: r ) 在 U ，6) 上也是一致连 续的. 

充分 性：若 /( d 在 （ a ，6) 上一致连续.根据804题的证明过程，知 /(a + 0)= lim /( x ) 与 /(6 — 0)= 

x-^a + 0 

lim /( x ) 都存在（有限）.按下式定义 [ a ,6] 上的 函数： 

X —6-0 

fix ) , a < Cx <6, 

/* ( x )=< /(a + 0)， x = a , 

、/(6—0)， x = b . 

显然，尸 ( x ) 在 [>,6] 上连续，在01,6)上 /• U ) = f ( x ). 
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故尸（ I ) 是在 [ a ，6] 上的连续延拓.证毕. 

【807】函数 

a >/(5) = sup I f { oc ' ) — /(工 2 ) I 

(式中 A 和 x 2 为 （ a . 6) 中受条件 I 心一 x 2 I 限制的任意两点）称为函数 /( x ) 在区间 U ，6) 上的连续模. 

证明 ：函数 /( x ) 在区间 U ，6) 上是一致连续的充分必要条件是 lim W / U ) = 0. 

5 一+ 0 " 

证必要 性：设 / U ) 在 U ，6) 上一致连续.任给£>0,存在 y >0, 使 U ，6) 中任何两点：^，: r 2 , 只要 
I -ri -^2 | <3,就有 | /U )-/( x 2 ) | < y . 现设 0<8<8 f ，则当 U — A I 时，必有 I /U ) _ fU 2 ) I 
从而， 


ojf(d) = sup I f{x\ ) — /(a ：2 ) I < +〈£• 


由此可知， lima ；/(^)=0. 

5 —+ 0 

充分 性：设 limco /(^)=0. 任给£>0,存在 y >0, 使当 0<( K ： y 时，恒有 ajfCdXe . 

$^ + 0 

现设 A 与 : r 2 是 （ a ，6) 中满足 I A — X 2 I 的任何两点. 

若 A = x 2 ，则显然 I fix x ) —/( x 2 ) I =0< e ; 

若 jt ! # jt 2 ，令 I Xi — xi I =》* ，则 〈8’ ，于是 ， I /(xi ) —/( x 2 ) I )< e . 

由此可知， / U ) 在 U ,6) 上一致连续.证毕. 

【808】设 

(1) fU )= x 3 (0«1); 


(2) fix ) (0< x < a ) 及 + ; 

(3) /(x) =sinxH-cosx (0< 工 <2 丌 ） • 

对函数 /(： r ) 的连续模 w / (5)( 参阅前题）作如下形式的 估计: 式中 C 和 a 为常数. 

解 （1) \ x\— x\ I = \ X\~Xz I I xf +Xi ： T2+ ： c! I <3谷，于是， CU /(》 X 3(^. 

(2) 当 0<« r < a 时[参看 802 题 （4) 的证明过程] 

X \ _ \/ X 2 | ^ \/ | Xi X2 | » 

于是，当 a <: r < + oo 时 

/- — /- _ 1 < d 

V X 1 — V ^2 _ /- , /- 〜 9 「’ 

VXi -h vx 2 zv« 


于是， (5 X 


d 


2‘. 


(3) /(: r )= y ^ sin (: r ++)， 故 


sin (: ri + 子） ~4l sin ( 工 2 + 子 ) 


V 2 


x \ -\~ x 2 + 


丌 


cos 


d 1 


工 1 


2 


工 i 


sin 


0C \ — x 2 


< V 2^ 


于是， av (幻 


§ 10. 函数方程 

【809】 证明： 对于所有实数 x 和 y 都满足方程 

f(x-hy)=fU)^rf(y) (1) 

的唯一的连续函数 /( X )( — oo < Cr < + cxO 是线性齐次 函数： 
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f(x)=ax. 


式中 a = /( l ) 是任意的常数. 

证先 证：若 /(： r ) 满足（1)，则对任何有理数 C ，必有 

% 

f { cx ) = c /( x ) ( — 00 <工< + 00 ). 

事实上，当 m 与《为正整数时，有 

= — l)x) = /(x) +/( (m~ 1) x) = /(x) +/(x) +/((m —2)x) = ••• 

= + •••+/( j：) = m/(x )； 

/(:) = /«)=”/( + )， 故/(|)=士/⑴. 

于是， 

又在 （1) 中令: y =0, 得 /(: r )=/(: r )+/(0)， 故/(0) =0;又在 （1) 中令: y = — x , 并注意到已证的结果/(0) =0, 
得 /(- x ) = -/( x ). 于是， 

/ ( — —JC ) = — / ( —X ) = 

、 n , v rz / n 

故对任何有理数 C •，有 /( CX )= C /( X )(-00< X < + 00). 下面，我们利用 /( I ) 的连续性证明对任何无理数 C ， 
此式也成立.事实上，设 C * 为无理数.取一串有理数 G ，使 c „- c ( r 2- oo ). 于是， 

f { c n x )= c n fix ) (72=1,2,…）， 

在此式两端令取极限，并注意到函数/在点 d 连续，即得 f ( cx )= cfU ). 于是，对任何实数 X 和 C ， 
有/(^)=^/(1).由此可知，对任何实数 X ，有 

/( x ) =/(x • l )= x /( l )= ax , 

其中 a =/( l ) .证毕. 

【810】证 明：满 足方程 （1) 的单调函数/( X )是线性齐次的. 

证由809题的证明过程 ，知： 对任何有理数 C •，有 

/( cx ) = c /( x ) ( — oo <： r < + oo ). 

下面，我们利用/( X )的单调性证明此式对任何无理数 C ■也成立.为确定起见，设 /(： T ) 是单调递增的，设 C •是 
无理数，要证 /( n )= c */(: r )(- oo <： r < + oo ). 只就 x >0 讨论之（: r <0 时可类似讨论）.取两串有理数 
{} 与 { 〆 ” } 使： 

并且 C „— C ， c’„~^c ( w — oo ) .由于 《 r 〉0, 故 

q jr < c 2 : r < c 3 : r < … < cr < … < c ; : r<d jtO ; : r ， 

并且 c n x -* cx , c ’ n x—coc ( w — oo ). 另外，我们有 

f { c n x )= c n x , f { CnX ) = c n x ( w = l ,2 ，…) • 

由于 /(•!•) 是单调递增的，故在点的左、右极限均存在有限，并且满足 

/(cjt —0 X /( c : rX /( c \ r +0). 

在前面两个等式中令取极限，得 

/( cj ： —0) = cx , /(cx + 0) = cx . 

由此可知 ficx )= cx . 

以下证明同809题，不再重复. 

【811】证 明：满 足方程 （1) 且在任意小区间（一£，£)上为有界的函数 /( x )， 是线性齐次函数. 

证由809题的证明过程 ，知： 对任何有理数 c ， 有 

f ( cx )= cf ( x ') ( — 00< Cx < + 00). 

下面，我们利用 /(： T ) 在（一£，£)中的有界性来证明对于任何无理数 C •，此式也成立.用反证法，假定对于某无 
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理数 c 。 以及某实数: r 。 ， 有/((。工。）：7^。/(:^).令 /( Col 。）一 (。/(了。）=0，则 a 关 0. 今取一串有理数 { c n } ，使 
c n - c 0 ( r 2- oo ). 于是，对于任何正整数 m ， 有 

/[ w ( c 。一): r 。] = w /[( c 。一 c „ ): r 。] = w [/( c 0 : r 。）一/( c „: r 。）] = m ( c 。一 c „ )/(: c 。）+ ma ， 

( n = l ，2,3 , …； m = l ，2,3, …）. 

任给 G >0. 先取定一个正整数 m ， 使对此 m ， 再取定一个正整数??，使 

| m ( c 0 — c „) x Q I < e ， I m ( c 0 ~ c „) /( x 0 ) | < CG . 

令 x = m ( c 。 一 ) x 0 . 于是 x 6 ( _ e ， e ) ，并且 

I /(x) I ^ I ma I - I m(c 0 — c„)/(x 0 ) | >2G~G=G. 

由所给 G >0 的任意性，即知 / U ) 在 （一 e ， e ) 无界，此与假定矛盾.于是，对任何无理数 c ， 也有 

f(cx) = cf(x). 

以下证明同809题，不再重复. 

【812】 证明： 对所有 x 和: y 都满足方程 

f(x-{-y) = f(x)fCy) ( 2 ) 

的唯一不恒等于零的连续函数 /(• r )(_« 3 < x < + oo ) 是指数 函数： /(_ r )= 〆 ， 式中 a = /( l ) 为正的 常数. 

证 先证必有 /( x )>0 (― ooCX + cxO . 事实上 ，由 = + f ) = [/(|)] 2 ，知 /( x )^0. 

由于 /( x ) 吴0,故存在 x 。 使/(1。）>0•在 （2) 中令: rsaroasO , 得/(工。）=/(工。）/(0),故/(0) = 1;又在 （2) 
中令: y =— 工，得 l = /(0)=/( x )/(— x )， 故 / O ) 尹0,由此可知 /( x )>0 (― oo < x <- l - oo ). 当 m 与”为正 

整数时， 

f ( mx ) = f ( Cm — 1) x + x ) = /(( m — 1 ) x )/( j ：) = /((m — 2) x )/( x )/(: r )= … =[/( x ); 

/ U ) = /(rz • = )]”， 即 /(f )=[/ ⑴] 去. 

于是， 

⑴卢. 

又有 

/( — )=[/(-:)]〒=[/(:)] 十 

由此可知，对任何有理数〔，有 

/( cx ) = [/( x)] f (-00< x < + CXD ). 

根据 /( x ) 的连续性，仿809题的证明易知此式对任何无理数也成立.因此，对于任何实数 c ： 与 x ，有 

/( c :) = [/(:)?， 

从而， /( x)=/(x - l ) = [/( l )] i = 〆，a = /( l )>0. 

注： 也可利用 809 题的结果来证.前面已证 f ( x )>0 (― oo < x < + oo ) .令 F ( x ) = \ og a /( jc )， 这里 a = 
/(1)>0. 于是， F ( x ) 是 一 oo < Cr < + oo 上的连续函数，满足 （1) 式： 

FCx ~\~ y ) = \ og a /( jr +^) = log u [/( x )/(^)] = log u /( x ) + log a f { y ) = F ( x )-\~ F ( y ). 

故由 809 题的结果，知 F (: r )= a * x ， 这里 

a * = F (1) = log a /( l ) = log a a = l ， 

从而，由此可知 /( x ) = a x . 

【813】 证明： 在区间 （0， e ) 中有界并满足方程 （2) 的不恒等于零的函数 /( x ) 是指数函数. 

证由812的证 明知： /( x )>0 (― oo < Cr < + oo )， 并且对任何有理数 c ， 有 /( cx ) = [/( x )] c . 

下证对任何无理数 c ， 也有 

/(cx) = [/(j：)] c (― oo<x<H-oo). 
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用反证法.假定对某无理数 0)， 及某实数 A ， 有 /(0^。）#[/(々）> .显然: T 。 关 0( 因为 /(0) = 1) .不 妨设〜 >0. 
我们有 /( CoXo )=^[/( Xo )> ，/? >0， gl . 不妨设 P >1 .取一串有理数 C „ ，使 q 0 2 < C 3 〈… < C U ， 且 
OO ). 于是，对任何正整数 m , 有 

/[m(c 0 —c„ )x 0 ]= { /[(c 0 —c n )x 0 ] } m =f(c 0 x 0 ) m /( —c„x 0 ) m =/T [/(x 0 )] OT< *'° _<n '. 

现任给 G >0. 先取定一个正整数 m ， 使 / T >2 G . 然后，再取一个1使 

0<hn(c 0 _ c„ )x 0 <Ce» [/( 工 。)]”“ 0 "〉+. 

于是，令 x = m ( c 。一 c „) x 。 ，则 (0， e ) ，且 /(„ r )>2 G • ~|~ = G ， 故 /( x ) 在 （0， e ) 无界，此与假定矛盾.注意， 
若卢<1，则需取0>(： 2 >£： 3 >〜>6：。 ， c „— c 并考虑 

/[— 衍 ( c 0 — c n ) 工 0 ] =0- m [/( jt 0 ) ] — 一 0 —• 

由此可知，对任何无理数 C ，/( CX ) = [/(： r ) 上 也成立. 

以下证明同812题，不再重复. 

【814】 证明： 对于所有正数 o : 和都满足方程/(：0；)=/(1)+/(/的唯一不恒等于零的连续函数 
/( jt )(0< x < + oo ) 是对数 函数： /( JiOsloguX ，式中 <2为正的常数. 

证在 / U ： y ) = /(: r )+/(： y ) 中令 _ y = l ， 得/(1) = 0.由于 /( I )吴0,故存在 x o 〉0 使 f ( x 0 )^ 0 . 先设 

/( x 0 )>0. 

由于 /(4) = /( 々 ）+/(： 1 ：。）= 2/( < 2 ：。）， /(0 ： 5) = 2/0§)=4/(0 ：。），一，利用数学归纳法，易知 fUl n ) = 
2nf(x 0 )-*^oo U—oo). 故可取某正整数 „ ，使 /(W” ） >1 . 于是，根据连续函数性质知，在 1 与之间必 
存在某 d 显然 “>0) 使 /U) = l . 现考虑函数 F (: r) =/(〆 ）（一 c«0< + oo). 显然 F(x) 连续且满足 （ 1) 
式： 

F{jc-\-y)=f{a^ y )=fia I - a y ) = fia x ) f(a y ) = F(x) F(y). 

于是，根据 809 题的结果知， F (_ r ) =，:r (— 3<_ r < + oo ) ， 其中， = F ( 1 ) = /(«) = 1. 于是， F (: r ) =:r ， 即 

f(a x )=x ; 

4* a x = y , W \ ： r = log u ： y ，于是， 

f(y) = log u ^ (0<jy<H-oo). 

若 /(1 。） <0, 则可考虑函数 = 于是， 尽（办）>0 且 g (* r ) 也满足以 0)= 尺（ 1)+ 尽 （: V )，故 

根据刚才已证的结果，可知 ^(^> = log^ (0<_y< + w) •其中 “ 〉 0. 即一 /( ： y) = log u 3 ；, 或 f(y) = ~\og a y. 

令？=丄 ，则 〆 >() 且 _ log u ：y = log u •: y ，故 

a 

f(y) = \og a . y (0<)< + oo )， 

其中 〆 >0 .证 毕. 

【815】证 明：对 于所有正数: r * 3 , 都满足方程 

fUy)=f(x)f(y) (3) 

的唯一不恒等于零的连续函数 /(x)(0<Cr< + oo) 是幂函数 fU)=x a ，式中 a 为常数. 

证考虑函数 F ( x )=/( e ") (一 ooO < + oo )， 则 FU ) 在 一 oo <： r < + oo 连续不恒为零，且满足 （2) 

式： 

F(x~by) = f(,e x ^ y ) = f(e r • e 3 " ) = /( e x ) f(e y ) = F(.x)F(y). 

于是，根据 812 题的结果知 

F{x)=b x ( — oo<x< + oo) , 


其中 6>0 ,即 /(eO=f( —oo<Cr< + oo). 

令 ei= ： y ， 则 : y>0; 显然，存在唯一的 «(—oo< a < + oo) ， 使 e u =b. 于是， 

f(,y)=b x =e aT =y a (0<jy< + °°). 

证毕 . 
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【 816 】 求对于所有实数 x 和: y 都满足方程 （3) 的所有的连续函数 / Cr )(— oo <： r < + oo ). 

证因为 /( x ： y )=/(: r )/( 30 , 所以 /(1) = /(1)/(1)，于是，/(1) = 0或/(1) = 1. 

当/(1)=0时，对于任意实数: r ， 均有 /( x ) = /( l )/( x )^0. 

当 /(1) = 1 时，由于 /( I )=/(( —1) • (― 1)) = /( — 1)/( — 1) = 1，所以，/( — 1) = 士1.下面分两种情 
况 讨论： 

(j ) 当 /( —1) = 1 时，由于 /(_ x ) = /( — l )/(_ r )=/(: r )， 所以，在这种情形下就可把问题归结为对 
0< Cr < + oo 中的: r 进行讨论.而对于 x >0, 我们已证得 fU )= x a ，式中 a 为常数然后再利用 /( — x )= 
/(• r )， 即得 /( x )= | 1 |°，为保证/( 1 )在（一 00 ，+ 00 )中连续，需 a >0. 

( ii ) 当 /(- i ) = -i 时，同 （i ) 可得 

/( x ) = sgru : • I x I a ( a ^ O ). 

综上所述，所求的函数为 （ l )/(* r ) 三 0; 或 （2)/(: r )= | x | a U >0); 或 （3)/(: r )= S gn:r • | x| fl U >0). 

* ) 利用 815 题的结果 . 

【 817 】 证明 ：不连 续函数 / Cr ) = sgru : 满足方程 （3). 

证由 /(:c) = sgar 知， /(:c ： y) = sgn(j ：： y). 

分三种情况 讨论： 

(1) 当 J ： y>0 时 ， :r 与 ： y 同号，此时 sgn (: r ： y ) = sgrtr • sgny = 1; 

(2) 当 xy<0 时，与 : y 异号，此时 sgn ( = sgar • sgn ： y = —1. 

(3) 当 J：y = 0 时，在实数域内，: r 与中至少有一个为0，于是 ， sgn (: r ： y ) = sgor • sgn ^=0. 

总之，不论哪一种情形，均有 

sgn ( x ^) = sgnx • sgnjy ， 

也即函数 f(x) = sgnj ： 满足方程 /( J ：： y ) = /( x )/(： y ). 

【 818 】 求对于所有实数 I 和: y 都满足方程 / U + W + yU — : y) = 2/(:r)/( ： y) 的所有的连续函数 fix) 

(—ooO< + oo). 

解显见函数 

fix) = cosax 或 /( x ) = c\\ax 

满足所给方程.下面我们将指出满足所给方程的函数具有上述形式.为此，在方程中令: y =0, 得 

2/( x ) = 2/( x )/(0), 

则当 /(： r ) 关0时/(0) = 1.又令 * r =0 得 

/(： y )+/(-： y ) = 2/0)， 

所以， /( 一 : y) = /( ： y). 

由 / U ) 的连续性，故知存在 c >0, 使当 : re [0， c ] 时， /(: r )〉0 .设 f(c)=a. 下面分两种情况 讨论： 


(1) 当 0< a < l 时，于是，存在化，使得 


从而 


f ( c ) = cos 6. 


/(2 c ) =2[/( c )] 2 -/(0) = 2 cos 2 (9 -l = cos 20， 

/(3 c ) = 2/( 2 c )/( c ) — /( c ) = 2 cos 2^ cos ^— cos ^= cos 3^. 


利用数学 0 纳法易证，对于所有的正整数〃，均有 


fine ) = cosnd . 


又 



=+[/(0) + /( c )] = -^-(l + cosO ) = cos 2 



由于 / U )>0, 故取正根，则得 

f {\ c )= cos \. 




(3，） 
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(4，） 


同样，利用数学归纳法，对于所有的正整数〃，均有 

/ (f c ) =cos (f^)* 

重复应用 （!/) 到（2。的推理过程于（4。，可知对于所有的正整数 m ， 均有 

/(f c)=cos(f 0). (5') 

因此，对于 f ■型的正实数有 

f ( cx „) = cos (, dx „). 

又因任一正实数皆可表成 f 型数列的极限，所以，利用极限过程易得 

f ( cx ) = cos ( dx ). (6’) 

由于 /(— ： y) = /( 30 , 故（ V )式对: r<0 也成立.至于当 x = 0 时， /(cx)= COS (^r) 显然成立.因此，对于 

— oo< ： r< + oo 的一切实数，均有 /(cx) = cos(^r). 把 cjt 换成 jt ， 并令，则得 


/( x ) = cosax . 

(2) 当 a >\ 时，于是存在这样的心使得 fM=a = chd . 

根据双曲余弦的关系式，再重复上面的推理过程，可得 /(: r ) = C hax . 当 a = 0 时， /(： r ) 三 1. 
综上所述，所求的函数为 /(: r ) = cosa : r 或 f ( x ) = chax . 

【819】 求对于所有实数: r 和 3 /都满足方 程组： 

fU + y )= fU ) f (, y )- gU ) g { y ), 
g ( x ~\~ y ) = f (. x ) g ( y ) +/( jy ) g (* r ) ， 

以及规范条件 

/( O ) = 1 和茗 (0)=0 

的所有的有界连续函数/(工)和 g (: r ) (― oo < x < + oo ). 

提示 考虑函数 F ( x )=/ 2 ( x )+ g 2 ( x ). 

解 考虑函数 F ( x )=/ 2 ( x ) + g 2 U ) ，则 

■ F ( x +： y ) = / 2 (* r + jy ) + g 2 

= Lf ^') f (< y ')~ g (^') g ( y '> y ~^ Lf (^') g ( y '>^~ f (~ y '> g^'>y = F ( x ) F ( y ), 
由于 F (0) = 1 及 fXx ) 异0,故 

Fix ) = a x ( — oo < x < H - oo ), 


式中 a = F ( l ) 为正的常数 

由于 /(： r ) 及 g (： r ) 有界，故只能有 a = l . 因此，对于所有的实数 ： r , 有 f 2 U )-^ g 2 ( x ) = l . 因为 

0 = g { 0 ) = g ( x ~ x ) = fix ) g (~ x ) + /( — x ) g ( x ) 

及 

l = /(0) = /( x ~ x ) = /( x ) f {— x ) — g {— oc ) g (. x ). 

上面二式分别乘以 g ( — x ) 及 /( —1)，然后相加，得 
如果上面二式分别乘以 /(— X) 及 g (—^)，然后相减，得 

g(—x) = — g(x)[g 2 (― x) + / 2 ( — x)]= —^(x). 

从而可得 

fix — y ) = fix ) f { y )~ g { x ) g { y )-\~ fix ) f (,— y )~ gix ) g {~ y ) = 2 f (, x ) f (, y ). 

于是，考虑到 /( i ) 的有界性，可得 

fix ) = cosax * * ) , 

再由尸⑴十茗 2 U ) = 1 可得 
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g (. x ) = i s ' max . 

* ) 利用 812 题的结果. 

* * ) 利用 818 题的结果. 

【820】设 △/ Cr ) = /(: r + Ar )—/(: r ) 及 } 分别为函数 / Cr ) 的一阶、二阶有限差分. 
证明： 若函数 /(： r )( — oo < x < + oo ) 是连续的且^/(工）三0,则此函数是线性函数，即 f ( x)=ax + b , 
式中 a 和6为常数. 

证 由/^/(了）三 0 得 

f x ~\~ A \ x ~\~ Ai x ) — Azx )= f (, x ~\- A \ x ) — fix ). 

令 : r =0, 得 

/(^, +厶 )~/(^ 2 ) = /(^, )-/( 0 ). 

令 A ，得 
利用数学归纳法，可得 

/ [( n - hl )^,]-/(0) = ( w + l )[/(^,)-/(0)]. (1’) 

关系式 （1') 可写成 

fCAi )-/( 0 ) = 士 [/( 必 )-/( 0 )]. 

在上式中令《么=；/2,再利用 （1') 即得 

/( 子)-/(。)=子[/⑴ _/(())]• 

所以， /( f)=a • f + 6,式中 a = /( l )_/(0) 及6=/(0)均为常数. 

于是，对于有理数 X ，均有 

f { x )= ax ~\~ b . 

对于无理数 h 利用 /(: r ) 的连续性，即可证得上式仍成立.事实上，取有理数列 ： r „4： r ， 则 

Yimf ( x n )= f ( x ). 

另一方面 

lim / ( x n )= lim ( ax n +6) = ax ^ b . 

因此，对于所有的实数: r ， 均有 f ( x )= ax ^ b . 
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